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第 1 章 引言 


和 预备 知识 


1.1 几 类 实际 问题 


初等 代数 、 高 等 代数 和 线性 代数 都 称 为 经 典 代数 (classical 
algebra), 它 的 研究 对 象 主要 是 代数 方程 和 线性 方程 组 ,近世 代数 
(modern algebra) 又 称 为 抽象 代数 (abstract algebra), 它 的 研究 对 
象 是 代数 系 , 所 谓 代 数 系 , 是 由 一 个 集合 和 定义 在 这 个 集合 中 的 一 
种 运算 或 若干 种 运算 所 构成 的 一 个 系统 。 例 如 ,整数 集合 乙 , 和 普 
通 的 整数 加 法 “十 ”构成 一 个 代数 系 , 记 作 (Z, 十 )。Z 和 普通 
加 法 “十 ?以 及 普通 乘法 ^。 ”两 种 运算 也 构成 一 个 代数 系 , 记 作 
(Z ,十 ,。)。 

由 于 近世 代数 在 近代 物理 .近代 化 学 .计算 机 科学 、 数 字 通信 和 、 
系统 工程 等 许多 领域 都 有 重要 应 用 ,因而 它 是 现代 科学 技术 的 数 
学 基础 之 一 ,许多 科技 人 员 都 希望 掌握 它 的 基本 内 容 与 方法 。 本 书 
将 以 一 些 实际 问题 为 背景 ,在 初等 代数 和 线性 代数 的 基础 上 ,由 浅 
入 深 地 介绍 它 的 基本 内 容 , 使 读者 感到 通俗 易 懂 , 伐 有 兴趣 。 下 面 
介绍 几 类 与 近世 代数 的 应 用 有 关 的 实际 问题 。 


1. 项 链 问题 


这 个 问题 的 提 法 是 :用 种 颜色 的 珠子 做 成 有 m 颗 珠 子 的 项 
链 , 问 可 做 成 多 少 种 不 同类 型 的 项 链 ? 
。1。 


首先 需要 对 此 问题 作 数学 上 的 确切 描述 。 设 由 m 颗 珠子 做 成 
一 个 项 链 ,可 用 一 个 正 m 边 形 来 代表 它 , 每 个 顶点 代表 一 颗 珠 子 。 
从 任意 一 个 顶点 开始 , 沿 逆 时 针 方向 ,依次 给 每 个 顶点 标 以 号 码 : 
1,2,…,m。 这样 的 一 个 项 链 称 之 为 有 标号 的 项 链 。 由 于 每 一 颗 珠 
子 的 颜色 有 种 选择 ,因而 由 乘法 原理 ,这 些 有 标号 的 项 链 共 有 
a" 种。 但 是 其 中 有 一 些 项 链 可 通过 旋转 一 个 角度 或 翻转 180" 使 它 
们 完全 重合 。 对 于 这 些 项 链 , 称 它们 本 质 上 是 相同 的 。 对 那些 无 论 
怎样 旋转 或 翻转 都 不 能 使 它们 重合 的 项 链 , 称 之 为 本 质 上 不 同 的 
项 链 , 即 为 问题 所 提 的 不 同类 型 的 项 链 。 当 与 m 较 小 时 ,不 难 用 
枚 举 法 求 得 问题 的 解答 ,读者 不 妨 自 行 解决 以 下 例子 。 

例 1 用 黑白 2 种 颜色 的 珠子 做 成 有 5 颗 珠 子 的 项 链 , 问 可 
以 做 成 多 少 种 不 同类 型 的 项 链 ? 

随 着 与 m 的 增加 ,用 枚 举 法 越 来 越 困 难 , 因 而 必须 寻找 更 
加 有 效 的 可 解决 一 般 的 任意 正 整 数 与 m 的 方法 。 采用 群 论 方 
法 可 完全 解决 此 问题 , 且 至 今 尚未 发 现 其 它 更 为 简单 和 有 效 的 
方法 。 


2. 分 子 结构 的 计数 问题 


在 化 学 中 研究 由 某 几 种 元 素 可 合成 多 少 种 不 同 物质 的 问题 ， 
由 此 可 以 指导 人 们 在 大 自然 中 寻找 或 人 工 合成 这 些 物 质 。 

例 2 在 一 个 苯 环 上 结合 H 原子 或 CH; 原子 团 , 问 可 能 形成 
多 少 种 不 同 的 化 合 物 ( 见 图 1. 1(a))? 

如 果 假定 莱 环 上 相 邻 C 原子 之 间 的 键 都 是 互相 等 价 的 , 则 此 
问题 就 是 两 种 颜色 6 颗 珠 子 的 项 链 问题 。 


3. 正 多 面体 着 色 问题 


对 一 个 正 多 面体 的 顶点 或 面 用 种 颜色 进行 着 色 , 问 有 多 少 
种 不 同 的 着 色 方法 ? 
,2 。 


(a) 
图 1.1 
下 面 以 正六 面体 为 例 说 明 此 问题 的 数学 描述 。 
例 3 用 种 颜色 对 正六 面体 的 面 着 色 , 问 有 多 少 种 不 同 的 
着 色 方 法 (图 1. 1(6))? 
首先 建立 此 问题 的 数学 模型 ,将 问题 中 的 一 些 概念 给 以 量化 。 
设 ” 种 颜色 的 集合 为 


A= (aaz…a)， 


正六 面体 的 面 集合 为 
B= {6b,b,b;,b, ,bs be}, 
则 每 一 种 着 色 法 对 应 一 个 映射 : 
f:B—A, 

反之 ,每 一 个 映射 :8B 一 A 对 应 一 种 着 色 法 。 由 于 每 一 个 面 的 颜色 
有 种 选择 ,所 以 全 部 着 色 法 的 总 数 为 ns, 但 这 样 的 着 色 法 与 面 的 
编号 有 关 , 其 中 有 些 着 色 法 可 适当 旋转 正六 面体 使 它们 完全 重合 ， 
对 这 些 着 色 法 , 称 它们 为 本 质 上 是 相同 的 .我 们 的 问题 是 求 本 质 上 
不 同 的 着 色 法 的 数目 。 

当 刀 很 小 时 不 难 用 枚 举 法 求 得 结果 ,例如 , 当 一 2 时 ,读者 可 
以 自己 算出 本 质 上 不 同 的 着 色 法 数 为 10, 对 于 一 般 的 情况 则 必须 
用 群 论 方法 才能 解决 。 

。3 。 


4. 图 的 构造 与 计数 问题 


首先 让 我 们 介绍 一 下 图 论 (graph theory) 的 一 些 基本 概念 。 

设 V= (wy yz)}, 称 为 顶点 集合 (vertex set),EE 是 由 V 
的 一 些 2 元 子 集 构 成 的 集合 , 称 为 边 集 (edge set), 则 有 序 对 : 
(V ,EE) 称 为 一 个 图 (graph), 记 作 G=(V,E)。 

例如 , 设 V={1,2,…,10),E 二 {ei,ez，…,e1s), 其 中 ei 二 
{1,2},es={2,3},e3= {3,4},e:={4,5},es= {1,5},e6= {1,6}, 
07={2,7},es={3,8}, es= {4,9},ew={5,10}),en={6,8},es= 
{7,9} ,es 二 {8,10},eu 二 {6,9},e1s 二 {7,10}。 图 G=(V,E) 可 用 图 
1.2 来 表示 。 此 图 是 图 论 中 有 名 的 彼得 松 (Petersen) 图 。 每 一 个 顶 
点 用 圆圈 表示 ,对 边 集中 的 每 一 个 元 素 {i,j)} EE, 用 一 条 直线 
或 曲线 连接 顶点 i 与 j。 顶 点 的 位 置 及 边 的 长 短 , 形 状 均 无 关 紧 要 。 

一 个 图 可 以 代表 一 个 电路 ， 
水 网 络 ,通信 网 络 ,交通 网 络 ,地 
图 等 有 形 的 结构 ,也 可 以 代表 一 
些 抽象 关系 。 例 如 可 用 一 个 图 表 
示 一 群 人 之 间 的 关系 :点 代表 人 ， 
凡 有 边 相 连 的 两 个 点 表示 他 们 互 
相 认识 ,否则 表示 不 认识 , 则 这 个 
图 就 表示 出 了 这 群 人 之 间 的 关 
系 .图 论 中 有 许多 有 趣 的 问题 ,有 
兴趣 的 读者 可 阅读 有 关 参 考 书 。 

图 论 中 自然 会 提出 某 类 图 有 多 少 个 的 问题 。 

例 4 画 出 所 有 点 数 为 3 的 图 。 

此 问题 可 以 这 样 来 解决 :首先 画 出 3 个 顶点 :1,2,3. 在 每 两 个 
点 之 间 有 “无 边 ” 和 “有 边 "两 种 情况 ,因而 全 部 有 2X2X2 一 2 一 8 
种 情况 ,每 一 种 情况 对 应 -- 个 图 (图 1. 3) 。 

. 4 . 


G， G。 Gs G, 
人 1 1 1 
3 V2 TB VD 2 
Gs Gs G， Gs 
图 1.3 


当 点 数 为 n 时 , 共 可 形成 (2) 个 2 元 子 集 ,每 一 个 2 元 子 集 可 
以 对 应 图 中 的 边 或 不 对 应 边 两 种 情况 , 故 可 形成 22 个 图 。 但 是 ， 
我 们 观察 一 下 图 1. 3 中 的 8 个 图 ,可 以 发 现 有 些 图 的 构造 是 完全 
相同 的 ,如 果 不 考 虑 它们 的 点 号 ,可 以 完全 重合 ,这 样 的 图 称 它们 
是 同 构 的 。 例 如 图 1. 3 中 的 G:,G, 与 G,。 可 以 看 出 图 1.3 中 的 图 ， 
共有 4 个 互 不 同 构 的 图 。 那么 ,对 一 般 情况 ,n 个 点 的 图 中 互 不 同 
构 的 图 有 多 少 个 呢 ? 这 个 问题 也 不 能 用 初等 方法 来 解决 。 


5， 开 关 线 路 的 构造 与 计数 问题 


一 个 有 两 种 状态 的 电子 元 件 称 为 一 个 开关 ,例如 普通 的 电灯 
开关 ,二 极 管 等 。 由 一 些 开关 组 成 的 二 端 网 络 称 为 开关 线路 。 一 个 
开关 线路 的 两 端 也 只 有 两 种 状态 : 通 与 不 通 。 我 们 的 问题 是 :用 > 
个 开关 可 以 构造 出 多 少 种 不 同 的 开关 线路 ? 

首先 必须 对 此 问题 建立 一 个 数学 模型 ,然后 用 适当 的 数学 工 
具 来 解决 它 。 


en 


我 们 用 个 变量 zi,zs,… ,zx, 代表 个 开关 ,每 一 个 变量 x; 
的 取 值 只 能 是 0 或 1, 代 表 开 关 的 两 个 状态 。 开 关 线 路 的 状态 也 用 
一 个 变量 来 表示 ,f 的 取 值 也 是 0 或 1, 代表 开关 线路 的 两 个 状 
态 。/ 是 zi,x，…,z, 的 函数 , 称 f 为 开关 函数 , 记 作 

BAC ET 
令 4={0,1), 则 了 是 4XAX…xXA4 到 4 的 一 个 映射 (函数 ), 反 
a 个 
之 ,每 一 个 函数 
ff:AxXAx.:…xA—A 
对 应 一 个 开关 线路 。 因 此 ,开关 线路 的 数目 就 是 开关 函数 的 数目 。 
下 面 来 计算 这 个 数目 。 

由 于 /的 定义 域 的 点 数 为 14| "一 2", 太 在 定义 域 的 每 一 个 点 
上 的 取 值 有 两 种 可 能 ,所 以 全 部 开关 函数 的 数目 为 2” ,这 也 就 是 
个 开关 的 开关 线路 的 数目 。 

但 是 上 面 考虑 的 开关 线路 中 的 开关 是 有 标号 的 ,有 一 些 开 关 
线路 结构 完全 相同 ,只 是 标号 不 同 ,我 们 称 这 些 开关 线路 本 质 上 是 
相同 的 。 参 见 2. 10 节 图 2. 8 中 的 (a) 与 (6)。 要 进一步 解决 本 质 上 
不 同 的 开关 线路 的 数目 问题 ,必须 用 群 论 方法 。 


6. 数字 通信 的 可 靠 性 问题 


现代 通信 中 用 数字 代表 信息 ,用 电子 设备 进行 发 送 、 传 递 和 接 
收 , 并 用 计算 机 加 以 处 理 。 由 于 信息 量 大 ,在 通信 过 程 中 难免 出 现 
错误 。 为 了 减少 错误 ,除了 改进 设备 外 ,还 可 以 从 信息 的 表示 方法 
上 想 办 法 。 用 数字 表示 信息 的 方法 称 为 编码 。 编 码 学 就 是 一 门 研 
究 高 效 编码 方法 的 学 科 。 下 面 用 两 个 简单 的 例子 来 说 明 检 错 码 与 
纠 错 码 的 概念 。 

例 5 简单 检 错 码 一 一 奇偶 性 检 错 码 

设 用 6 位 二 进 制 码 来 表示 26 个 英文 字母 ,其 中 前 5 位 顺序 表 
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示 字 母 , 第 6 位 作 检 错 用 ,当前 5 位 的 数码 中 1 的 个 数 为 奇数 时 ， 
第 6 位 取 1, 否 则 第 6 位 是 0。 这 样 编 出 的 码 中 1 的 个 数 始终 是 偶 
数 个 。 例 如 ， 
A:000011 © B:000101  C:000110 
D:001001] eeeee 
用 这 种 码 传递 信息 时 可 检查 错误 。 当 接收 一 方 收 到 的 码 中 含有 奇 
数 个 1 时 , 则 可 断定 该 信息 是 错 的 ,可 要 求 发 送 者 重 发 .因而 ,同样 
的 设备 ,用 这 种 编码 方法 可 提高 通信 的 准确 度 。 
但 是 ,人 们 并 不 满足 仅仅 发 现 错误 ,能 否 不 通过 重 发 的 办 法 ， 
仅 从 信息 本 身 来 纠正 其 错误 呢 ? 这 在 一 定 的 程度 上 也 可 用 编码 方 
法 解决 。 
例 6 简单 纠 错 码 一 一 重复 码 
设 用 3 位 二 进 制 重复 码 表 示 4,B 两 个 字母 如 下 : 
4:000 “8B:111 
则 接收 的 一 方 对 收 到 的 信息 码 不 管 其 中 是 否 有 错 , 均 可 译 码 如 下 : 
接收 信息 : 000 001 010 011 100 101 110 111 
译 码 : 4 4 4 B 4 BBB 


这 就 意味 着 ,对 其 中 的 错误 信息 做 了 纠正 。 
利用 近世 代数 方法 可 得 到 更 高 效 的 检 错 码 与 纠 错 码 。 


7. 几何 作 图 问题 


古代 数学 家 们 曾 提出 一 个 有 趣 的 作 图 问题 :用 圆规 和 直 尺 可 

做 出 哪些 图 形 ? 而 且 规定 所 用 的 直 尺 不 能 有 刻度 和 不 能 在 其 上 作 

记号 。 为 什么 会 提出 这 样 的 问题 呢 ? 一 方面 是 由 于 生产 发 展 的 需 

要 ,圆规 . 直 尺 是 丈量 土地 的 基本 工具 ,上 且 最 初 的 直 尺 是 无 刻度 的 ; 

另 一 方面 ,从 几何 学 观点 看 ,古人 认为 直线 与 贺 弧 是 构成 一 切 平面 

图 形 的 要 素 。 据 说 ,古人 还 认为 只 有 使 用 圆规 与 直 尺 作 图 才能 确保 
其 严密 性 。 且 整个 平面 几何 学 是 以 圆规 与 直 尺 作为 基本 工具 。 
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历史 上 ,有 几 个 几何 作 图 问题 曾经 困扰 人 们 很 长 时 间 , 它 
们 是 ; 

(1) 二 倍 立方 体 问题 ” 作 一 个 立方 体 使 其 体积 为 一 已 知 立 方 
体 体 积 的 两 倍 。 

(2) 三 等 分 任意 角 问 题 给 定 任意 一 个 角 , 将 其 三 等 分 。 

(3) 圈 化 方 问题 ”给 定 一 个 圆 ( 即 已 知 其 半径 >), 作 一 个 正方 
形 使 其 面积 等 于 已 知 圆 的 面积 。 

(4) 于 等 分 一 个 圆周 ”这 些 问题 直到 近世 代数 理论 出 现 以 后 
才 得 到 完全 的 解决 。 


8. 代数 方程 根 式 求解 问题 


我 们 知道 ,任何 一 个 一 元 二 次 代数 方程 可 用 根 式 表示 它 的 两 
个 解 .对 于 一 元 三 次 和 四 次 代数 方程 ,古人 们 经 过 长 期 的 努力 也 巧 
妙 地 做 到 了 这 一 点 .于 是 人 们 自然 要 问 :是 否 任何 次 代数 方程 的 根 
均 可 用 根 式 表示 ?许多 努力 都 失败 了 ,但 这 些 努 力促 使 了 近世 代数 
的 产生 ,并 最 终 解决 了 这 个 问题 。 

19 世纪 初 ,法 国 青年 数学 家 佑 罗 瓦 (Galois ) 在 研究 五 次 代数 
方程 的 解法 时 提出 了 著名 的 人 敬 罗 瓦 理论 ,成 了 近世 代数 的 先驱 。 但 
他 的 工作 未 被 当时 的 数学 家 所 认识 ,他 于 21 岁 就 过 早 地 去 世 了 。 
直到 19 世纪 后 期 ,他 的 理论 才 由 别 的 数学 家 加 以 进一步 的 发 展 和 
系统 的 阐述 。 

这 样 一 门 具有 悠久 历史 、 充 满 许多 有 趣 问题 和 故事 的 数学 分 
支 , 在 近代 又 得 到 了 莲 撮 发 展 和 广泛 应 用 ,出 现 了 许多 应 用 于 某 一 
领域 的 专著 , 正 吸引 越 来 越 多 的 科技 人 员 和 学 生来 学 习 和 掌握 它 。 


习题 1.1 


1. 用 2 种 颜色 的 珠子 做 成 有 5 颗 珠 子 的 项 链 , 可 做 成 多 少 
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种 不 同 的 项 链 ? 
2. 对 正四 面体 的 顶点 用 两 种 颜色 着 色 , 有 多 少 种 本 质 上 不 
同 的 着 色 法 ? 
3， 有 4 个 顶点 的 图 共有 多 少 个 ?其 中 互 不 同 构 的 有 多 少 个 ? 
4. ”如 何 用 圆规 和 直 尺 5 等 分 一 个 圆周 ? 
5. 如 何 用 根 式 表示 3 次 和 4 次 代数 方程 的 根 ? 


1.2 集合 与 映射 


前 已 指出 ,近世 代数 研究 的 对 象 是 所 谓 代 数 系 , 它 是 一 个 集 
合 , 并 在 其 中 定义 了 一 种 或 若干 种 运算 。 因 此 ,我 们 必须 对 集合 的 
基本 理论 很 熟悉 ,由 于 大 家 从 中 学 开始 就 对 集合 与 映射 有 所 了 解 . 
这 里 只 作 一 些 复习 、 补 充 和 约定 。 
1. 集合 的 记号 

集合 的 表示 方法 通常 有 两 种 :一 种 是 直接 列 出 所 有 的 元 素 ,与 
一 种 是 规定 元 素 所 具有 的 性 质 。 例 如 : 

A={1,2,3}, 

S={x|p(z)), 其 中 p(x) 表示 元 素 xz 具有 的 性 质 。 

本 书 中 经 常用 到 以 下 的 集合 及 记号 : 

整数 集合 Z= {0, 土 1 ,十 2, 土 3,…)， 

正 整 数 集合 Z7= {1,2,3,…}， 

有 理 数 集合 Q ,实数 集合 R, 复 数 集合 C 等 。 

一 个 集合 4 的 元 素 个 数 用 14 | 表示 。 当 4 中 有 有 限 个 元 素 
时 , 称 为 有 限 集 , 否 则 称 为 无 限 集 。 用 14| 一 = 表示 4 是 无 限 集 . 
141<<co 表 示 4 是 有 限 集 。 


2. 子 集 与 融 集 


“元 素 a 属于 A” 记 作 a€ 4, 反 之 ,a 4 或 aEA 表示 a 不 属 
于 六 。 

设 有 两 个 集合 4 和 B, 若 对 4 中 的 任意 一 个 元 素 a( 记 作 Y a 
EA) 均 有 a€B, 则 称 4 是 B 的 子 集 , 记 作 4ASB。 若 4SB 且 
BSA4, 即 A 和 B 有 完全 相同 的 元 素 , 则 称 它们 相等 , 记 作 A=B。 
若 4ASB, 但 A 取 B, 则 称 4 是 B 的 真子 集 , 或 称 B 真 包含 4, 记 作 
ACB。 记 号 A 生 B 表示 4 不 是 B 的 子 集 。 

不 含 任何 元 素 的 集合 叫 空 集 , 记 作 儿 , 空 集 是 任何 一 个 集合 的 
子 集 。 

设 4 是 一 个 集合 ,由 4 的 所 有 子 集 构成 的 集合 称 为 4 的 加 
集 (power set) 记 作 多 (4)。 例 如: 若 4=={0,1,2}), 则 

22(4) = {8G,{0},{1},{2},{0,1},{0,2}, {1,2},A}。 
4 的 等 集 又 记 作 2*。 当 14| 二 oo 时 ,2 的 元 素 的 个 数 正好 是 :12^ 
三 214。 这 个 公式 的 证 明 方 法 有 好 几 种 ,一 个 最 简单 的 方法 是 : 设 5 
是 4 的 任意 一 个 子 集 , 则 4 中 任意 一 个 元 素 有 或 在 S 中 或 不 在 S 
中 两 种 可 能 性 ,于 是 对 全 部 元 素 共有 2'' 种 可 能 性 ,它们 对 应 不 后 
的 子 集 , 故 共有 2 个 不 同 的 子 集 。 读 者 不 妨 将 子 集 按 元 素 个 数 分 
类 ,并 用 二 项 式 定理 来 证 明之 。 


3. 子 集 的 运算 


设 U 是 一 个 集合 ,4,B,C 都 是 U 的 子 集 ,两 个 子 集 的 并 、 交 、 
差 和 一 个 子 集 的 余 定义 如 下 : 
并 :4UB={zEUlzE4 或 zxEB)。 
交 :4nB={zEUlzE4 且 zEB)。 
差 :4\B=4 一 B=({(zEUlrzE4 且 zk《B)。 
余 :A'=A=U\4。 
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对 称 差 :4AB== (A\B)U (B\A)。 


这 些 运算 满足 以 下 运算 规律 : 

(1) 4U4=4,4n4=4。 〈 朝 等 律 ) 
(2) AUB=BUA, 4nB=Bn4。 (交换 律 ) 
(3) AU (BUC)= (4UB)UC, 

ANC(BNO= (4NBNMC., (结合 律 ) 
(4) AU (BNO= (AUB)N (AUO), 

ANC(BUC)= (4NB)U (ANO)., (分 配 律 ) 
(5) 4nC4UB)=4UC4nB)=4。 (吸收 律 
(6) 若 ASC, 则 AUC(BNC)=(AUB)NC。 〈 模 律 ) 
(7) (AUB)'=A'NB',(ANB)'=A'UB'. (De Morgan 律 ) 
(8) (A')'=A。 


这 些 运算 与 运算 规律 可 推广 到 多 个 子 集 的 情形 。 
4. 包含 与 排斥 原理 


关于 子 集运 算 后 元 素 个 数 的 变化 有 以 下 规律 : 设 U 是 一 个 集 
合 ,4,B,C 是 U 的 有 限 子 集 , 则 有 
IAUBI=|4I+|B8|—14NBl. 
I4NBI= 14AI+ |B|—14AUBI. 
IANBNCI=|AI+|BI+|ICl—|IAUBI 
一 |I4UCI 一 1B8UCI 
+|IAUBUCI. 
I4UBUCI=1I4I+181I+ICI 一 4n8l 
一 4nCcI 一 18ncCI 
十 4anBncl。 
当 4mnB8= 儿 时 ,有 |4UBI=14| 十 181。 这 就 是 “加 法 
原理 ”。 
这 些 公式 很 易 用 图 形 加 以 证 明 。 对 于 多 个 子 集 的 情形 有 以 下 
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定理 。 
定理 1( 包 含 与 排斥 原理 ) 设 41,4,,…,4, 是 U 的 有 限 子 
集 , 则 


[As DI DAU, 


i=l i<jen 
(1.2.1) 
[V41= D4 BANA tt 
2 i=l 1<i<jSn 9 
(1.2. 2) 


证 我 们 只 证 (1. 2.1), 对 n 作 归纳 法 。 
2 一 2, 已 证 成 立 。 
假设 公式 对 一 1 成 立 , 要 证 对 ， 亦 成 立 。 利 用 n=2 的 公式 
可 得 : 
1041= In4)n 41= | 人 4I+ 14.1 — 1 有 4 U4.|。 
再 由 归纳 假设 及 分 配 律 得 : 
a 1 
[N41=3141— 3 4UAl+. 


lSi<jen-1 


+ CD UAl+ 4 — [NU a))| 


=D14 > De 


1&i<jgn—1 
am 一 1 人 
t+ ~ DU4- (DIa4U A. 
2 i=1 


US UA | 


lgi<jsn-1 


-DI DaU A+ 


lSi<jen 


»12.， 


十 (一 1 104 和 [ 
下 面 举例 说 明 包含 与 排斥 原理 的 应 用 。 
例 1 求 不 大 于 500 可 被 5,7,9 中 某 一 个 数 整 除 的 正 整数 的 
个 数 。 
解 设 
不 大 于 500 可 被 5 整除 的 正 整 数 集合 为 4， 
不 大 于 500 可 被 7 整除 的 正 整 数 集合 为 4,， 
不 大 于 500 可 被 9 整除 的 正 整 数 集合 为 A;, 则 


141 = 100,14:| =| 下 |= ?514 =| 开 |= 55. 
4 n al =| 容 |]- 14,14 mn 4,l i 


ln 4 =| 加 |=7.441N 4:N 4 
故 由 公式 (1. 2. 2) .得 


[4U4UA1=D A 14 NAl+1A NAN A 


=100 十 71 十 55 一 14 一 11 一 7 十 1 
一 195。 
关于 包含 与 排斥 原理 的 更 详细 内 容 请 参看 组 合 数学 的 书 [6]。 


5. 映射 的 概念 


, 映射 是 函数 概念 的 推广 , 它 描述 了 两 个 集合 的 元 素 之 间 的 关 
系 ,是 数学 中 最 基本 的 工具 之 一 ,我 们 必须 对 它 十 分 熟练 。 
定义 1 设 4,B 为 两 个 非 空 集合 , 若 存在 一 个 4 到 BB 的 对 应 
关系 了 ,使 得 对 4 中 的 每 一 个 元 素 =, 都 有 B 中 唯一 确定 的 一 个 元 
素 y 与 之 对 应 , 则 称 f 是 4 到 B 的 一 个 映射 , 记 作 y=/(x)。 
y 称 为 z 的 像 (image),z 称 为 y 的 原 像 Cinverse image)、 
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4 称 为 了 的 定义 域 (domain), 互 称 为 了 的 定 值 域 或 到 达 域 


(codomain ) 。 


通常 用 记号 :4 一 B 或 4 二 B 抽象 地 表示 /是 4 到 8B 的 一 

个 映射 。 而 用 记号 

zz re f(z) 
表示 映射 了 所 规定 的 元 素 之 间 的 具体 对 应 关系 。 必 要 时 两 者 都 指 
明 :J/:zh jz) (4A™>B), 

例 2 设 4={a,6b,c},B 二 {1,2,3,4}。 对 应 关系 f 定义 为 ; 
am1,b6"2,c m4, 则 了 满足 定义 1 中 之 条 件 ,是 一 个 4 到 8 的 
映射 。. 

例 3 设 A=B=R( 实 数 集合 ), 对 应 关系 g 定义 为 xz ~ xz’， 
它 是 熟知 的 初等 函数 ,显然 满足 定义 1 中 的 条 件 , 是 一 个 R 到 RR 
本 身 的 映射 。 

例 4 记 

M.(R) 二 {全 体 n 阶 实 方 阵 }， 
规定 M,(R) 到 R 的 对 应 关系 9 为 : 

YAE M,(R) 有 7A) = det4， 
由 于 每 一 个 矩阵 的 行列 式 是 唯一 确定 的 ,所 以 这 是 一 个 M,(R) 到 
R 的 映射 。 

在 映射 定义 中 ,最 主要 之 点 是 :Y zxE4, 均 有 唯一 确定 的 yE 
B 与 之 对 应 。 下 面 举 两 个 不 是 映射 的 对 应 关系 的 例子 。 

例如 , 设 A 二 {1,2),B=Z, 规 定 A 到 B 的 对 应 关系 为 F:1 上 
奇数 ,2 上 偶数 。 

由 于 2 中 的 奇数 与 偶数 都 不 止 一 个 , 故 f(1),f(2) 都 不 是 唯 
一 确定 的 ,所 以 f 不 是 4A 到 B 的 映射 。 

又 如 规定 Q 到 也 的 对 应 关系 为 ， 

b 


和 -rb 
a |az0 


因为 二 = 硅 ,但 中 去 ] = 2 | | | 2 | , 故 p 不 是 Q 
到 Z 的 映射 。 

后 一 例子 主要 是 由 于 自 变量 的 表达 形式 不 唯一 而 引起 像 的 不 
唯一 。 因 此 , 遇 到 这 种 情况 要 检验 一 个 对 应 关系 了 是 否 是 映射 需 
检验 下 列 条 件 : 

a .2.3) 


6. 映射 的 分 类 


我 们 可 对 映射 的 不 同性 质 作 以 下 分 类 : 

定义 2 设 f 是 4 到 8B 的 一 个 映射 ， 

(1) 若 V zzzE4 和 zi 天 zs 均 有 zi) 天 FCz), 则 称 了 是 
一 个 单 射 (injection ) 。 

(2) 车 Y y€EB 均 有 zxzEAhA 使 f(r)=y, 则 称 f 是 满 射 
(surjection ) 。 

(3) 若 了 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 了 是 双 射 (bijection) 。 

”要 证 明 一 个 映射 了 是 单 射 ,只 须 证明 以 下 命题 : 
f(x) = (zs) 一 zi 一 za， (1. 2. 4) 
(1. 2.4) 正 好 是 (1. 2. 3) 的 道 命题 。 

单 射 、 满 射 和 双 射 在 不 同 的 书 里 有 不 同 的 称呼 ,例如 , 双 射 又 
叫 一 一 对 应 。 

例 2 的 映射 是 单 射 ,但 不 是 满 射 。 例 3 的 映射 g:z 下 x 
(R->R) 是 双 射 。 例 4 的 映射 p: A 一 detA(M,(R) 一 R) 是 满 射 ,但 
不 是 单 射 , 因 为 行列 式 值 相同 的 矩阵 不 止 一 个 。 

下 面 再 引进 一 些 记号 和 概念 。 

设 f 是 4 到 B 的 一 个 映射 ,SSA, 记 

f(S)= {f(z)|r € S}, 
它 是 B 的 一 个 子 集 , 称 为 子 集 S 在 作用 下 的 像 。 f(A) 称 为 了 的 
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像 , 记 作 Imf。 因 而 有 
J:4 -~ 也 是 满 射 <->Imj = f(4) = B。 
反 过 来 ,车 TCB, 记 
fT)= (rE€ AIflr) ET}, 
它 是 4 的 一 个 子 集 , 称 为 子 集 T 在 f 下 的 全 原 像 .元 素 5E B 的 全 
原 像 记 作 /“'(6), 它 可 能 是 空 集 。f 是 单 射 的 充 要 条 件 又 可 表 为 : 

了 :4 一 B 是 单 射 :>Y 5€E 了 (4) 有 | 广 '(4)|=1。 

若 两 个 集合 4 和 B 之 间 存 在 一 个 双 射 , 则 称 A 和 B 等 势 .与 
自然 数 集 Z+ 等 势 的 集合 称 为 可 数 集 ,否则 称 为 不 可 数 集 。 两 个 有 
限 集合 等 势 的 充 要 条 件 是 14|== 1B|。 但 对 两 个 无 限 集合 来 说 , 即 
使 是 真 包含 ,也 可 以 是 等 势 的 。 

例 5 设 4={0,1,2,3,…},B 二 {1,2,3,…), 定 义 对 应 关系 : 
f:nPn 十 1 (4 一 B8)。 不 难 验证 是 双 射 ,所 以 A 与 B 等 势 。 但 
BC4。 

例 6 证 明 实 数 区 间 (0,1) 与 闭 区 间 [0,1] 等 势 。 

由 于 这 两 个 集合 只 差 两 个 元 素 , 我 们 可 以 类 似 例 5 那样 取出 
两 个 真 包含 的 可 数 子 集 来 建立 一 一 对 应 ,然后 再 在 其 余部 分 之 间 
建立 一 一 对 应 关系 。 


= 
设 4 一 | 去, 言 ,于 ， 上 
和 
2 0 评语 ,二 站， 
作 (0,1) 到 [0,1] 的 对 应 关系 9: 
[Ee 了 二 -入 
中 到 | =0， 二] = n>3, 
G7)=7x, VY IE (0,1)\A, 
显然 pg 是 (0,1) 到 [0,1] 的 双 射 ,所 以 它们 等 势 。 
设 4,B 是 两 个 集合 ,所 有 4 到 B 的 映射 的 集合 记 作 B4*. 即 


B*= {f|f:A— B}, 
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当 4 和 BB 是 有 限 集 时 ,显然 有 
1B*| 一 18l 24。 

当 了 是 4 到 4 自身 的 映射 , 则 称 了 是 4 上 的 一 个 变换 
(transformation) 。 当 4 是 有 限 集 时 ,4 上 的 变换 通常 用 “列表 法 ” 
表示 。 例 如 , 设 4={1,2,3} ,定义 4 上 的 变换 f:1 ~ 2,2 ~ 3， 
3 = 1, 则 了 可 表 为 


1 2 3 
/| 3 J): 


2 
一 般 来 说 ,4 二 {1,2,…,n} 上 的 一 个 变换 f 可 表 为 
=| 1 2 站 os n | 
Ufa) fC2) 7G3) fo))° 
7. 映射 的 复合 


两 个 映射 在 一 定 条 件 下 可 以 进行 运算 ,首先 ,我 们 来 建立 两 个 
映射 相等 的 概念 。 由 于 一 个 映射 由 定义 域 . 定 值 域 . 对 应 关系 三 个 
因素 决定 ,因此 ,两 个 映射 相等 必须 这 三 个 因素 都 相等 , 即 如 果 
太 :4 一 Bi :4: 一 B:, 当 且 仅 当 4 一 4:,B 一 B: 和 VY rE€ A 有 
用 (x) 二 f(z) 时 , 称 记 与 f; 相 等 . 记 作 了 /=f。 

类 似 于 熟知 的 复合 函数 的 概念 ,我 们 给 出 两 个 映射 的 复合 


概念 ， 
定义 3 设 4,B,C 为 三 个 集合 ,有 两 个 映射 : 亡 :4 一 已 ,万 : 
BC, 则 由 f1,f; 可 确定 一 个 4 到 C 的 映射 g: 
g(7X)=f,(f,(7)),Y rE A, 

称 g 是 /与 f; 的 复合 (或 合成 )(composite), 记 作 :g 二 ff。 

设 I4 是 4 上 的 一 个 变换 , 若 Y zxE4 有 TaCz)=z, 称 7 是 4 
上 的 一 个 单位 变换 或 恒 等 变 换 。 

关于 映射 的 复合 有 以 下 性 质 : 

定理 2 ” 设 有 映射 :4-~B,g:B-~C,h:C-~D, 则 有 : 

17.， 


[ 


(1) ACg 六 一 (ng)7。 (结合 律 ) 
(2) Isf=f1a=f。 
要 证 等 式 (1) 和 (2), 只 要 根据 映射 相等 的 概念 ,对 任意 一 个 元 
素 xE 4 ,检验 等 式 两 边 对 zx 作用 的 结果 是 否 相同 。 
因为 Y zxE4 有 
万 (12j)(z) =fsfi(z)]) 
一 ALAPCmGz)) 


=fsf,(f1(7)) 
=(ff) (f(z)) 
=[(fsf2) fi1(z), 
所 以 (1) 式 成 立 。 
类 似 可 证 (2) 式 。 
8. 映射 的 道 
类 似 于 反 函 数 , 对 映射 有 逆 映 射 的 概念 。 
定义 4 设 f:AB， 


(1) 车 存在 映射 g:B 一 4A 使 gf 二 14, 就 称 g 是 了 的 左 逆 。 
(2) 若 存在 映射 4:B 一 A 使 太 =Ts, 就 称 h 是 /的 右 逆 。 
(3) 若 了 同时 有 左 道 和 右 逆 , 则 左 、 右 逆 相 等 , 称 为 了 的 道 
(inverse), 记 作 广 :, 则 说 也 可逆。 
对 (3) ,需要 作 一 证 明 。 设 gf 二 14, 刻 =1s, 要 证 明 g 与 h 相 
等 , 按 映射 相等 的 定义 , 需 讨论 VY bE B 看 g(5b) 与 4(5) 是 否 都 相 
等 。 作 以 下 计算 : 
. g(6) =gls(b) = gfh(b) 
=(gf)h(b) 
=1a(h(6)) = hb), 
所 以 g 二 h。 
要 注意 的 是 ,车 只 有 左 逆 或 只 有 右 逆 , 则 f 未 必 可 逆 。 下 面 
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给 出 三 可 逆 的 条 件 : 

定理 3 设 /4 一 有, 则 

(1) 了 有 左 逆 的 充分 必要 条 件 为 /是 单 射 ; 

(2) f 有 右 逆 的 充分 必要 条 件 为 f 是 满 射 

(3) 了 可 逆 的 充分 必要 条 件 为 了 是 双 射 。 

证 (1) 必要 性 : 设 了 有 左 道 g, 若 f(x) 二 f(x,)，, 两 边 作 用 
g ,得 gf(z1) 二 gf (zs) 即 14(zi)=JT4(zs) 得 :zi 二 xo, 所 以 是 
单 射 。 

充分 性 : 设 f 是 单 射 ,定义 B 到 4 对 应 关系 g 为 

a， 车 bE€f(4) 且 f(a)=b， 
qa， 若 bE€ BNFC4)， 

其 中 a 是 4 中 任意 取 定 的 一 个 元 素 。 

因 f 是 单 射 ,g (6) 唯一 确定 , 故 8 是 映射 。 又 Y eE 4 有 gf (a) 
二 g(6)=a, 所 以 ,gf=14,g 是 f 的 左 逆 。 

(2) 必要 性 : 设 f 有 右 道 h, 则 Yb5E B 有 fh(6b)==6, 钊 
f[h(65)]=6, 即 Y bE B, 存 在 x==h(b) 使 f(z)==6b。 所 以 是 满 射 。 

充分 性 : 设 f 是 满 射 ,我 们 定义 一 个 B 到 A 的 对 应 关系 
A:Y bEB, 因 为 f 是 满 射 ,存在 一 个 a, 使 /(a)==b, 于 是 , 令 h(b) 
三 a, 则 是 B 到 4 的 一 个 映射 , 且 有 : 

hi) = f (hb)) = f(a) = 6, 

所 以 内 =Ts, 即 hh 是 了 的 右 道 。 

(3) 由 (1)(2) 可 得 。 国 

关于 逆 映 射 有 以 下 性 质 : 

(1) ( 广 D- 一 /。 

(2) 车 g 是 A 一 B 的 可 逆 映 射 ,f 是 BC 的 可 逆 上 映射, 则 fg 
是 A 一 C 的 可 道上 映射 ,是 有 (Jsg) '==g 'f7'。 

注意 :记号 广 '(6) 的 不 同意 义 ; 前 面 我 们 用 广 '(6) 表 示 在 了 
下 的 全 原 像 ,不管 了 是 否 可 逆 。 当 了 是 可 逆 时 , 广 '(6) 既 表示 0 在 
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下 的 全 原 像 , 也 表示 b 在/ ' 作 用 下 的 像 ,这 二 者 是 一 致 的 。 

当 4 是 有 限 集 时 ,4 上 的 一 个 变换 了 上 可逆 的 充分 必要 条 件 是 
/是 单 射 ,这 是 因为 当 4 是 有 限 集 时 ,了 是 单 射 ,意味 着 必 是 满 射 , 
反之 ,只 要 了 是 4 上 的 满 射 , 则 三 也 是 单 射 。 


习题 1.2 


1，、 设 4 是 有 限 集 , 用 二 项 式 定理 证 明 |24|=2”。 

2. 一 个 班 有 93% 的 人 是 团员 .80% 的 人 担任 过 社会 工作 ， 
70% 的 人 受过 奖励 , 问 

(1) 受过 奖励 的 团员 至 少 占 百 分 之 几 ? 

(2) 三 者 兼 而 有 之 的 人 至 少 占 百 分 之 几 ? 

3. 求 不 大 于 1000 的 正 整数 中 

(1) 不 能 被 5,6,8 中 任何 一 个 整数 整除 的 个 数 。 

(2) 既 非 平方 数 也 非 立方 数 的 个 数 。 

4 设 i4|=m,jB8|=n, 求 

(1) 4A 到 万 的 单 射 有 多 少 个 ? 

(2) 当 m 二 3,n 二 2 时 ,A 到 B 的 满 射 有 多 少 个 (对 一 般 情形 ， 
求 满 射 数 的 问题 可 参看 [6jp. 52 一 53) 。 

5 证 明 (0,1) 与 (一 cn ,十 co) 等 势 。 

6. 设 f 是 4 到 B 的 一 个 映射 ,SSA4, 举 例 说 明 f'[/(5)] 
==S 是 否 成 立 。 

7. 设 141< 吕 ,是 4 上 的 一 个 变换 ,证 明 以 下 三 个 命题 等 
价 :(1) 7 了 是 单 射 ,(2) 了 是 满 射 ,(3) 三 可 道 。 

8. 设 4 关节, 证 明 不 存在 4 到 它 的 短 集 有 (4) 的 双 射 。 


1.3 二 元 关系 


本 节 主 要 讨论 集合 元 素 之 间 的 关系 。 
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1. 集合 的 笛 卡 儿 积 


由 两 个 集合 可 以 用 如 下 方法 构造 一 个 新 的 集合 。 

定义 1 设 4,B 是 两 个 非 空 集合 ,由 4 的 一 个 元 素 a 和 B 的 
一 个 元 素 5 可 构成 一 个 有 序 的 元 素 对 (a,5), 所 有 这 样 的 元 素 对 构 
成 的 集合 . 称 为 4 与 B 的 笛 卡 儿 积 (cartesian product), 记 作 AX 
B, 妈 AXB={(a,b)la€E A,bE B}., 

例 1 设 4={1,2,3},B={a,b} ,它们 的 竺 卡 儿 积 是 

AXB= {(1,a),(1,6),(2,a), (2,6),(3,a),(3,6)}。 

例 2 设 4=B=R, 则 RXR={(z,y)1z,yER} 
即 是 实 笛 卡 儿 坐 标 平面 上 的 全 体 点 的 集合 。 

当 |41<<cc 和 181<co 时 有 |4XBI=141 .15|。 这 就 是 所 谓 
“乘法 原理 ”。 箔 卡 儿 积 可 以 推广 到 任意 有 限 个 集合 上 : 

4 xX A; XxX X A, ={(ai,a2 .sa,) 
la; € Aii = 1,2,°% ,2)), 

一 个 4 到 B 的 映射 /可 以 用 AXB 的 一 个 子 集 {(a,f(a)) la 
EA4} 来 表示 。 用 第 卡 儿 积 还 可 定义 一 个 集合 中 的 运算 。 

定义 2 设 S 是 一 个 非 空 集合 , 若 有 一 个 对 应 规则 ,对 S 中 
每 一 对 元 素 a 和 4 都 规定 了 一 个 唯一 的 元 素 cE 与 之 对 应 , 即 / 
是 SXS>5 的 一 个 映射 , 则 此 对 应 规则 就 称 为 S 中 一 -个 二 元 运算 
(binary operation) ,并 表示 为 a* b==c, 其 中 表示 运算 符 。 

由 定义 可 见 ,一 个 二 元 运算 必须 满足 封闭 性 :a* bE SS 以 及 唯 
一 性 :a， 6b 是 唯一 确定 的 。 

例如 ,在 整数 集合 Z 中 ,普通 的 加 法 与 乘法 都 是 二 元 运算 。 

实数 域 R 上 的 全 体 =” 阶 可 北方 阵 的 集合 , 记 作 GL(n,R) 或 
GIL.(R)。 和 矩阵 乘法 是 一 个 二 元 运算 ,因为 两 个 可 道 阵 之 积 仍 为 可 
道 阵 。 而 矩阵 加 法 不 是 二 元 运算 ,因为 两 个 可 逆 阵 之 和 未 必 可 逆 ， 
因而 不 满足 封闭 性 。 
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用 类 似 的 方法 也 可 给 出 一 元 运算 和 多 元 运算 的 概念 。 

有 了 运算 的 概念 ,就 可 给 出 代数 系 的 确切 定义 。 

定义 3 设 S 是 一 个 非 空 集 合 , 若 在 $ 中 定义 了 一 种 运算 。 
(或 若干 种 运算 十 ,。,X 等 ), 则 称 S 是 一 个 代数 系统 (algebraic 
system), 记 作 (S,，) 或 (S ,十 ,。) 等 。 


2. 二 元 关系 


我 们 经 常 需 要 研究 两 个 集合 元 素 之 间 的 关系 或 者 一 个 集合 内 
元 素 间 的 关系 。 例 如 在 矩阵 集合 中 两 个 矩阵 的 相似 、 相 合 等 关系 ， 
在 向 量 空间 中 两 个 向 量 是 否 线性 相关 等 。 

定义 4 设 4,B 是 两 个 集合 , 若 规定 一 种 规则 R; 使 对 任何 
a&€ A 和 对 任何 5€ B 均 可 确定 a 和 4b 是否 适 合 这 个 规则 , 若 适 合 
这 个 规则 ,就 说 a 和 5b 有 二 元 关系 RR, 记 作 aR6, 否 则 记 作 aR'5。 

A 和 B 之 间 的 一 个 二 元 关系 R 也 可 用 4X 的 如 下 子 集 来 
表示 : 

Sr= {(a,b)la € A,b € B,aRb). 
反之 ,AXB 的 任何 一 个 于 集 S 也 确定 了 4 和 B 之 间 的 一 个 二 元 
关系 尺 ;aRb 当 且 仅 当 (a,b)€5。 

在 前 面 提 到 ,一 个 4 到 B 的 映射 可 用 AXB 的 一 个 子 集 来 
表示 ,因而 f 也 确定 了 一 个 A 和 B 的 二 元 关系 :xzRy<>y= 
f(r), 

记号 “命题 1< 一 命题 2 表示 命题 1 与 命题 2 互 为 充分 必要 
条 件 , 或 说 它们 互相 等 价 。 而 记号 “命题 1 > 命题 2 表示 由 命题 1 
可 推出 命题 2。 

例 3 X={a,b},Y={c,d,e), 设 a 是 X 和 Y 的 一 个 二 元 关 
系 规定 如 下 :aac,aad,aa'e,ba'c,ba d,bae, 它 可 用 XXY 的 子 集 S。 
三 {(ayc),(a,d),(b,e)}) 来 表示 。 

例 4 在 实数 集合 R 中 ,定义 二 元 关系 为 小 于 等 于 三 , 则 此 二 
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元 关系 可 表示 为 
S<= {(a,b)la,b € Ra 6b}, 
例 5 在 整数 集合 Z 中 整除 关系 也 是 一 个 二 元 关系 :a10< 一 
存在 <EZ 使 b=ac。 


3. 等 价 关系 和 等 价 类 


等 价 关系 是 集合 中 一 类 重要 的 二 元 关系 ,读者 在 线性 代数 中 
已 学 过 , 它 的 定义 如 下 。 

定义 5 设 一 是 集合 4 上 的 一 个 二 元 关系 ,满足 以 下 条 件 : 

(1) 对 任何 a€ 4 有 a~a。 ( 反 身 性 ) 

(2) 对 任何 a,bE 4 有 a~b=>b~a。 (对 称 性 ) 

(3) 对 任何 a,b6,cE4 有 a~b 和 4b~c>a~c。 (传递 性 ) 

则 称 一 为 4 中 的 一 个 等 价 关系 (equivalence relation )。 子 集 
2 一 tzlzE4,z~a} 即 所 有 与 w 等 价 的 元 素 的 集合 , 称 为 a 所 在 的 
一 个 等 价 类 (equivalence class) ,a 称 为 这 个 等 价 类 的 代表 元 。 

例 6 设 n 是 一 取 定 的 正 整 数 ,在 Z 中 定义 一 个 二 元 关系 
三 (mod n) 如 下 : 

a 生 b(mod n)<—>n|(a 一 0)， 

这 个 二 元 关系 称 为 模 的 同 余 ( 关 系 )(congruence),a 与 b 模 nn 同 
余 指 a 和 4 分别 用 来 除 所 得 的 余数 相同 。 

同 余 关系 是 一 个 等 价 关系 ,每 一 个 等 价 类 记 作 4a= {zx|xE€x， 
ZX 三 a (mod n)}) 称 为 一 个 同 余 类 ,或 剩余 类 (congruence class)。 

等 价 关 系 有 以 下 性 质 : 

(1) a~b<=>a 二 5, 即 等 价 类 中 每 一 个 元 素 都 可 作为 代表 元 。 

(2) 对 任何 两 个 元 素 a 和 45, 或 有 a=5, 或 有 a 人 5==2。 

这 是 因为 如 果 a~6, 则 由 (1) 得 a=6; 如 果 a~'b 而 a 门 5 关 
名 ,可 取 cEaf 几 5b, 则 有 cEa 和 cE5 一 c~a 和 c 一 0 一 a 一 5, 矛盾 。 
故 a 门 5== 儿 。 
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为 了 进一步 描写 等 价 类 的 性 质 ,我 们 引进 集合 的 划分 的 概念 。 

定义 6 设 4 为 非 空 集合 ,4.(cE7) 为 4 的 一 些 非 空子 集 ， 
其 中 了 为 子 集 4。 的 脚 标 “ 构成 的 集合 , 若 有 

(1) V4.=4, 

(2) 当 a,BEIT 且 aB 有 4 站 4s=， 

则 称 {A。la€E7 了 为 4 的 一 个 划分 或 分 类 (partition)。 

等 价 关系 与 划分 有 以 下 关系 : 

定理 1 设 ~ 为 非 空 集合 4 中 的 一 个 等 价 关 系 , 则 等 价 类 集 
合 {ala€E 4A} 是 4 的 一 个 划分 ;反之 ,4 的 任何 一 个 划分 {4A。|a€ 了} 
决定 了 4 中 的 一 个 等 价 关系 :一 pb<> 有 acE7 使 oOE 4。。 

证 由 等 价 关系 性 质 (2) 立 即 可 得 定理 的 前 半 部 分 。 对 定理 的 
后 半 部 分 ,只 要 证 明 由 4 的 一 个 划分 {A。laE7} 所 确定 的 二 元 关 
系 R:aRb<=> 有 aE1 使 4,bE 4。, 满 足 等 价 关 系 的 三 个 条 件 。 对 任 
何 aE4, 因 出 4 一 4, 必 存在 a€T 使 a€ 4., 所 以 a~a, 对 称 性 显 
然 满 足 。 又 若 ae 一 0,2~c 即 apE4。.bcE4s, 可 得 4. 站 4 天 他 ， 
由 划分 性 质 得 4.==4s, 故 acE A。,a~c。 故 传递 性 成 立 。 于 

集合 4 对 某 个 等 价 关系 ~ 的 所 有 等 价 类 构成 的 集合 , 称 为 4 
关于 一 的 商 集 , 记 作 4/~, 即 

A/~= {ala € 4}, 
它 是 2 的 一 个 子 集 ,这 里 我 们 用 同一 个 记号 a 表示 在 不 同 场 合 下 
的 两 种 意义 :在 4 中 a 表示 4 的 一 个 子 集 , 而 在 4/ 一 中 ,a 表示 
它 的 一 个 元 素 。 

例 6 中 整数 集合 Z 对 模 的 同 余 关系 及 个 等 价 类 ,它们 是 
0= {knlk € 2Z}, 
1= (hn+1lk€2}, 
n—1= {knt+ Cn 一 1)|lk € 2}., 
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Z 对 二 (mod nn) 的 商 集 为 
2Z/ 二 (modn)= {0,1,. nn 1}, 
例 7 在 全 体 2 阶 实 矩 阵 集合 M:(R) 中 定义 二 元 关系 一 : 
4 一 BE< 一 det4 = detB。 
不 难 证 明 这 是 一 个 等 价 关 系 . 每 一 个 实数 ~ 对 应 一 个 等 价 类 ,其 中 
所 有 的 矩阵 的 行列 式 都 等 于 x, 在 这 个 等 价 类 中 可 选 和 矩阵 


| 作为 代表 元 , 故 这 个 等 价 关 可 直 为 


r 0 ia b 
bo | = 虱 字 abcd ER,ad— bc =7| 
商 集 为 
or 
MCR 人 | 人 |. 
4. 偏 序 和 全 序 
定义 7 设 S 是 一 个 集合 , 志 是 S 中 一 个 二 元 关系 满足 
(1) 对 任何 zxES 有 xz 和 zx， ( 反 身 性 ) 


(2) 对 任何 z,yES 若 有 x 三 y 和 且 y 二 zz=y，( 反 对 称 性 ) 

(3) 对 任何 z,y,zES 若 有 zy 上 且 > 科 一 z 入 =， (传递 性 ) 

则 称 和 是 S 中 一 个 偏 序 (partial ordering),S 称 为 偏 序 集 
(partially ordered set or poset) , 记 作 (S ,过 ) 。 

若 (S ,入 ) 还 满足 

(4) 对 任何 x,yE5 均 有 zy 或 y<z， 

则 称 受 为 $ 中 一 个 全 序 (total ordering) ,(S ,有 ) 称 为 一 个 全 
序 集 (totally ordered set ) 。 

偏 序 集 与 全 序 集 的 区 别 只 是 在 于 :在 全 序 集中 任何 两 个 元 素 
均 有 序 的 关系 ,而 在 偏 序 集中 则 不 一 定 。 我 们 规定 , 偏 序 集 的 子 集 
仍 是 一 个 偏 序 集 。 两 个 元 素 若 有 zx 委 y 且 z 天 y, 则 记 为 zx<<y。 
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例 8 设 4 为 任意 集合 ,S=2:, 在 S 中 定义 二 元 关系 三 为 : 
<yc>zCy, 则 不 难 检 验 S 对 三 满足 定义 6 中 条 件 (1)、(2)、 
(3), 故 (5 ,三 ) 是 偏 序 集 , 但 不 是 全 序 集 。 

例 9 在 正 整 数 集合 Z* 中 定义 三 为 整除 关系 , 即 a<b < 一 

a15, 则 (Z1, |) 是 偏 序 集 ,但 不 是 


4 6 全 序 集 。 但 如 果 我 们 在 Z* 中 定义 
到 就 是 普通 的 小 于 或 等 于 关系 ， 

? ， 8 则 (Z+ , 壹 ) 是 全 序 集 。 
和 可 用 一 个 图 来 表示 一 个 偏 序 
全 .这 集 。 例 如 S={1,2,3,4,5,6} ,到 


为 整除 关系 。S 中 每 一 个 元 素 对 

应 图 中 一 个 点 。 若 zx<<y 且 不 存在 w€5 使 x<x<y, 则 称 覆盖 
(cover)x, 当 y 屠 盖 zx 时 ,在 图 中 点 y 与 点 zx 之 间 有 一 条 边 相 连 ， 
且 点 y 在 点 工 的 上 方 。 我 们 可 从 任何 一 点 开始 按 此 规则 画 出 所 有 
的 点 和 边 。 对 这 个 特殊 的 例 做 出 的 图 如 图 1.4 所 示 。 

全 序 集 的 图 是 一 条 竖 链 。 

下 面 给 出 偏 序 集 (5 ,三 ) 中 最 大 (小 ) 元 、 极 大 (小 ) 元 以 及 子 集 
的 上 (下 ) 界 的 概念 。 

(1) 设 a€5, 若 对 任何 z€ES 均 有 za(zx 之 a), 则 称 a 是 5S 
的 最 大 (小 ) 元 。 

(2) 设 a€5, 若 zx 之 a(r7<a)>z=a, 则 称 a 是 S 中 的 一 个 极 
大 (小 ) 元 。 

(3) 设 了 是 3S 的 一 个 子 集 ,aeES, 若 对 任何 zET 均 有 xz<a 
(x 之 a) ,就 称 a 是 的 一 个 上 (下 ) 界 。 注 意 子 集 的 上 (下 ) 界 未 必 
在 此 子 集中 。 

(4) 设 TCS,a 是 的 一 个 上 界 ,车 对 TT 的 任意 一 个 上 界 a 
均 有 a<a’, 则 称 a 是 了 的 最 小 上 界 。 类 似 有 最 大 下 界 的 概念 。 

例如 ,Z” 二 {1,2,3,…} 是 自然 数 集 , 它 对 整除 关系 构成 一 个 
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偏 序 集 , 设 S$= (1,2,3,4,5,6},S 有 最 小 元 1 ,无 最 大 元 ,在 图 上 
( 见 图 1. 4), 最 小 元 位 于 最 底层 。4,5,6 都 是 S 的 极 大 元 。S 在 27 
中 的 上 界 有 很 多 ,4,5,6 的 公 倍 数 都 是 ,但 最 小 上 界 只 有 一 个 , 即 
4,5,6 的 最 小 公 倍数 60。 这 个 上 界 不 在 S 中 。 

最 后 我 们 给 出 全 序 集 的 良 序 性 的 概念 。 

定义 8 设 4 为 全 序 集 , 若 4 的 任何 非 空子 集 有 最 小 元 , 则 
称 4 是 良 序 集 。 

自然 数 集 Z 是 良 序 集 : 设 M 是 Z* 的 任 一 非 空 子 集 ,可 在 M 
中 任 取 一 数 , 设 为 , 则 M 中 小 于 或 等 于 的 数 只 有 有 限 个 (不 多 
于 个 ), 故 存在 一 个 最 小 数 。 所 以 Z+ 是 良 序 集 。 

整数 集合 Z 对 普通 的 数 的 大 小 不 是 良 序 的 ,但 可 对 Z 重新 规 
定 序 使 其 成 为 良 序 集 。 

由 自然 数 集 的 良 序 性 可 得 以 下 的 数学 归纳 法 原理 。 

定理 2 设 M 是 由 自然 数 构成 的 集合 , 若 1€E M, 上 且 当 n 一 1€ 
M 时 必 有 nE€M, 则 M 是 自然 数 集 。 

证 设 N=ZrAAM, 若 N 尖 攻 , 则 由 2Z+ 的 良 序 性 知 N 有 最 小 
数 a, 上 且 因 aEM 知 a 关 1, 故 a 一 1€2Z1。 由 a 在 N 中 的 极 小 性 知 a 
一 1EN, 于 是 a 一 1€ M, 由 定理 所 给 条 件 得 a€ M, 矛 盾 。 所 以 N 
一 好, 即 M=Z+。 加 

如 果 一 个 命题 与 自然 数 有 关 , 根 据 定理 2, 有 以 下 的 普通 归纳 
法 :首先 证 明 命 题 对 1 成 立 , 然 后 假设 命题 对 ”一 1 成 立 , 若 能 证 明 
命题 对 ”也 是 真 的 , 则 此 命题 对 所 有 自然 数 都 是 真 的 。 

数学 归纳 法 还 有 第 二 种 形式 :首先 证 明 命题 对 1 是 真 的 ,然后 
假设 命题 对 所 有 小 于 n 的 自然 数 都 是 真 的 , 若 能 证 明 命 题 对 也 
成 立 , 则 命题 对 所 有 自然 数 都 成 立 。 

我 们 还 可 把 数学 归纳 法 推广 到 任何 良 序 集 ,这 就 是 所 谓 超 限 
归纳 法 。 

定理 3 ( 超 限 归纳 法 原理 ) 设 (S ,过 ) 是 一 个 良 序 集 ,P(z) 是 
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与 元 素 xES 有 关 的 一 个 命题 ,如 果 
(1) 对 于 S 中 的 最 小 元 a。,P(ao) 成 立 。 
(2) 假定 对 任何 zx<a,P(z) 成 立 , 可 证 明 Pl(a) 也 成 立 。 
则 P(z) 对 任何 zxES 都 成 立 。 


习题 1.3 


1， 设 4={1,2,3,4,5) ,在 24 中 定义 二 元 关系 一 :S~T< 一 
1S|= TI。 证 明 一 是 等 价 关 系 ,并 写 出 等 价 类 和 商 集 2"/ 一 ， 

2.， 设 S={0,1,2,…,n},f 是 M,(R) 到 5S 的 映射 :f(A4)= 
秩 (4),Y 4EM,(R), 求 由 了 所 决定 的 等 价 关系 , 并 决定 等 价 类 和 
商 集 。 

3. 在 M,(C) 中 定义 二 元 关系 ~ :4 一 B< 一 存在 PEM,(CC) 
且 detP 天 0 使 P :4P=B, 证 明 一 是 等 价 关系 ,应 选 什么 样 的 元 素 
作为 等 价 类 的 代表 元 最 简单 ? 

4. 设 S 是 实 n 阶 对 称 矩 阵 的 集合 ,定义 S 中 二 元 关系 为 : 
4 一 B< 一 3 非 奇 异 阶 矩 阵 C 使 C'4C=B, 证 明 ~~ 是 S 中 的 一 
个 等 价 关系 ,并 求 1S/ 一 |。 

5. 举 一 个 偏 序 集 但 不 是 全 序 集 的 例子 ,并 画 出 它 的 图 。 

6.， 已 知 两 偏 序 集 的 图 形 如 图 1. 5 所 示 , 分 别 写 出 这 两 个 偏 
序 集 及 偏 序 关 系 。 


a 


{a) (8) 
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7. 用 两 种 方法 对 2Z 定义 序 , 使 它 成 为 一 个 良 序 集 。 


1.4 整数 与 同 余 方 程 


整数 集合 是 大 家 最 熟悉 的 数 集 , 它 在 近世 代数 中 也 是 最 基本 
的 代数 系 ,所 以 有 必要 对 有 关 整 数 的 性 质 作 一 系统 的 整理 和 补充 。 
1. 整数 的 运算 

在 整数 运算 中 有 以 下 两 个 基本 的 定理 : 

带 余 除法 定理 ” 设 a,b5EZ,b 取 0, 则 存在 唯一 的 整数 4.x 
满足 

a=gb+r, 0<r< 10|。 

算术 基本 定理 每 一 个 不 等 于 1 的 正 整 数 a 可 以 分 解 为 素数 

的 知之 积 : 
a= pnpz"ps, 

其 中 p1,p:，… ,pp 为 互 不 相同 的 素数 ,e;E2Z* 。 除 因子 的 次 序 外 分 
解 式 是 唯一 的 。 此 分 解 式 称 为 整数 的 标准 分 解 式 。 

这 两 个 定理 的 证 明 不 再 叙述 了 ,读者 可 在 许多 书 中 找到 (例如 
Cl): 


2. 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍 数 


设 a.bEZ, 不 全 为 0, 它 们 的 正 最 大 公 因 子 记 作 (a,6), 正 最 小 
公 倍数 记 作 [a,65]。 
最 大 公 因 子 的 计算 除了 熟知 的 加 转 相 除法 外 ,还 可 利用 算术 
基本 定理 。 
设 <,pEZ- ,由 算术 基本 定理 可 将 它们 表示 为 
a = pz 
b= phpi pr. 
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其 中 pi,ps，…,p; 为 互 不 相同 的 素数 ,zi,y; 为 非 负 整数 , 某 些 可 以 
等 于 0。 令 


a = min{z;,y;} (i=1,2,..,5), 


Bb; = max{z;,y,} (i = 1,2,.,s), 
则 
(a,b) = php2'"pr, 
[a,6] = pp pr, 
且 有 
ab = (a,b)* [a,b]。 


最 大 公 因 子 还 有 以 下 重要 性 质 : 

最 大 公 因子 定理 设 a,5EZ,a,b 不 全 为 0,d 二 (a,b), 则 存 
在 p,q€2Z 使 

pat+gb=d。 

证 作 和 集合 4={(re 二 soEZ-|rsEZ)。 

首先 证 明 4A 隆 如 :由 于 a,6b 不 全 为 0, 必 存在 r,s 使 ra 十 sb 关 
0。 又 因 一 (ra 十 56)=( 一 r)a 十 (一 8)6, 一 7 ,一 sE€Zyra 二 sb 与 一 (ra 
十 sb) 中 必 有 一 个 为 正 整数 ,所 以 A 关 必 。 其 次 ,由 自然 数 集 的 良 序 
性 ,4 有 最 小 元 , 设 为 d, 并 设 d=pa 十 gb。 下 证 d= (a,6)。 

先 证 dla: 设 由 带 余 除 法 得 < 一 ad 十 B,0 委 8<<1d|, 即 8= 
a 一 ad 二 (1 一 ap)a 十 (一 ag)b€ A, 由 4 的 最 小 性 得 8=0, 所 以 a= 
ad 即 dla。 

类 似 可 证 d15, 故 ad 是 a 和 4 的 公 因 子 。 

设 w 是 a 和 4 的 任 一 公 因 子 , 由 ula,ulb 得 uj (pa 十 qb), 即 
uld。 所 以 d 是 a 和 2 的 最 大 公 因 子 , 即 d= (a,6)。 黑 
[用 加 转 相 除法 求 得 p,q。 

例 1 设 a=51425,6==13310, 求 d==(a,6),[a,b] 及 p,qg€27 
使 pa 十 gb=d。 
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解 用 驾 转 相 除 法 得 以 下 结果 : 


51425(a) 13310(b) 3 
39930 11490 
1 11495(r,) 1815(r,) 6 
10890 1815 
3 605(rs:) 0 
4 一 3 十 mm， 
[ 一 六 十 rz 
n= 6r; 二 r,s 
rz = 3r3。 
得 
d=r;=605, 
d =n—6r.=n—6(6—n)=7n—66=7(a—36)—6b 
一 7a 一 276， 


故 zz=7,9 一 一 27。 
[a,6]=ab/(a,b)=51425X13310/605=1131350。 
我 国 古代 发 明 一 种 递 推算 法 , 叫 大 衍 求 一 术 忠 ,尤其 适合 于 编 
程 ,用 计算 机 计算 。 
设 e>0>>0,d= (a,b), 用 下 列 递 推 公式 求 出 4 个 数列 : {7,)， 
{ge}, {cr}, (da) 
Th-2 一 girl 十 my 
C4 = qrct-i 十 ce， (1.4.1) 
di = qidii + ds。 
其 中 初 值 为 
ri=a, ro=b; 
c-1 一 1，co 一 0; 
d- = 一 0，d=1。 
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k=:0.1,2,… ,nn 十 1, 直 至 得 到 7, 关 0,7,+1 二 0, 则 得 到 
d= (aw) = 7r,, 
P=(—1)'c, gqg= (~— LD"d., 


满足 d= pa+t gb。 
证 (1) 首先 用 归纳 法 证 明 下 式 : 
r= (~ Doat (~— 1)dib, (1.4.2) 


太一 1,2，…。 
对 & 作 归 纳 法 。& 一 1, 由 wa 一 qg2 十 rc 一 1,d 一 dg 得 7 二 a 一 di6 二 
ci 十 (一 1)idb, (1. 4. 2) 成 立 。 下 设 A>1, 且 对 小 于 & 公式 
(1.4. 2) 成 立 。 
由 (1.4.1) 和 归纳 假设 得 
re 一 1~2 are-i 
=(— 1) ca + (— 1) db 
— qi((— 1) ?ca (— 1) db) 
一 (一 1) 生 [cs 十 gc ]a 十 (一 1T[d 十 gd] 
=(— Diga 十 (一 1)4d26。 
故 (1.4. 2) 成 立 。 
(2) 再 证 d|ri,k==n 一 1.n 一 2,*…,2,1,0, 一 1]。 
由 于 + 一 0,r, 一 go+ir 十 rs 一 go+irs 和 d= 二 7, 故 d|r,…1。 
假设 dmdm dr 则 由 着 一 gr 十 re 
得 dr -ci。 
以 此 类 推 ,可 得 dri,k=n 一 1,n 一 2,…,2,1,0, 一 1。 
(3) 证 明 d= (a,6)。 
首先 有 d=r,= pa 十 qb。 
由 (2) 得 diro==b,dlr-1==a, 所 以 d 是 a 与 5 的 公 因子 。 若 d' 
也 是 a 与 5 的 公 因 子 , 则 由 d=pa+qb 得 d'|d。 所 以 d 是 a 与 5 的 
最 大 公 因 子 。 图 
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用 手 算 可 用 下 表 表示 其 计算 过 程 : 


q =(— 1)"d, 


d=17 
p=(—1"'5=—5 
gq=(— 1)"6=6 


3. 互 素 


若 a,pEZ 满足 (a,5)==1, 则 称 a 与 6 互 案 。 
关于 整数 间 的 互 素 关系 有 以 下 性 质 : 
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(1) (a,6)==1<=>3 pqEZ 使 pa 十 46 一 1 。 

(2) albc HB (a,b)=1=alc。 

(3) 设 a,6EZ,p 为 素数 , 则 有 

plab=>pla 或 p16b。 

(4) (a.b)=1,(a,c)=1=>(a,bc)=1。 

(5) alc,blc 上 且 (a,b) 一 1 一 ap|lc。 

(6) 欧 拉 范 数 : 设 为 正 整 数 ,p(n) 为 小 于 nn 并 与 互 素 的 正 
整数 的 个 数 。 若 n 的 标准 分 解 式 为 

n= phip2""ps, 


则 
1 和 1 
ro = 1 为 "(1 a 
证 利用 包含 与 排斥 原理 。 
设 4,=( 不 大 于 ” 且 是 p; 的 倍数 的 正 整数 ) 
一 (ZEZ+|1z 和 nz 且 户 |z)， 
则 有 
EL 二 这 
141= 方 ， 14 站 4 py 
由 包含 与 排斥 原理 可 得 
p00) =n—| UA 


=n— DAN+ 和 14nAiI 一 … 十 (一 0 有 4| 
i=1 lSi<j<s pn 


il 下 全 Ps 
Dy +(—1) 


a le = 
4 同 余 方程 及 孙子 定理 


关于 同 余 的 概念 前 面 已 经 介绍 过 了 ,下 面 介绍 同 余 方程 的 概 
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定义 设 a,pEZ,mEZ+, 则 
art 三 b (mod m),a 关 0 (mod m) (1.4.3) 

称 为 模 m 的 一 次 同 余 方程 ,或 简称 一 次 同 余 式 。 

若 cEZ 满足 方程 (1. 4. 3), 则 称 c 为 (1.4. 3) 的 一 个 特 解 。 下 
面 讨论 (1.4. 3) 有 解 的 条 件 。 

定理 同 余 方程 (1. 4. 3) 有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 (a,m)16。 

证 声 : 设 (1.4.3) 有 解 ,3 cEZ 满足 ac 二 5 (mod m), 则 3 
g€Z, 使 


ac+t gm =b, 
所 以 (a,m)16。 
三 :(a,m)1b, 令 
a=al(am), b= bam), m= ml(a,m), 
则 (a1,m) 二 1, 因 而 有 r,s€E2Z 使 
ratsm=1, 
因而 得 
rabi + smib! = bi, 
即 rab=b (mod mi )。 (1.4.4) 
另 一 方面 由 az 三 (mod m), 即 
ailam)zr=b(a,m) (mod mi(a,m)) 
> al(am)r—b(a,m)=km(a,m) 
> ar—bh=kmi 
> air=b(mod mi)., (1.4.5) 
比较 (1. 4.4) 与 (1.4. 5) 得 
ZX 三 rb (mod mi), 
或 z=rb+im (CEZ) 
即 为 方程 (1. 4. 3) 的 解 。 这 个 解 称 为 (1. 4. 3) 的 一 般 解 或 通 解 。 它 
包含 (1.4.3) 的 所 有 的 解 。 
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定理 的 证 明 过 程 提 供 了 一 个 求 一 次 同 余 式 解 的 方法 与 步骤 : 

(1) 求 (a,m), 若 (a,m)15, 则 方程 有 解 。 

(2) 求 a; ,bim: 

a=a/(am), bi=b/(arm), mi=m/(a,m)。 

(3) 求 p,9EZ, 满 足 pa 十 am 一 1。 

(4) z=pbi 十 Im，(LEZ) 或 x 二 rbi(mod m1), 就 是 (1. 4. 3) 
的 通 解 。 

例 2 解 同 余 方 程 12157x 二 560 (mod 2755)。 

解 ” 按 上 述 步骤 求解 如 下 : 

(1) 求 (a,m)= 二 (1215,2755)==5, 因 51560, 故 方程 有 解 。 

(2) qa=1215/5=243,6=560/5=112, m=2755/5==551。 

(3) 由 (aa) 王 1, 用 加 转 相 除法 可 求 得 ~,s 满足 ra 十 sm 二 
1, 可 求 得 r= 一 195,s 二 86。 

(4) 解 为 工 王 一 195X112 十 上 。551 (LEZ) 

一 200 十 551! (EZ) 


7 一 200,751,1302,1853,2404 (mod 2755) 。 
下 面 讨论 同 余 方程 组 的 求解 问题 。 设 有 以 下 同 余 方程 组 ， 
TX 三 b! (mod mi), 
I 三 b, (mod m,), 
. (1.4.5) 


TX 三 b: (mod m,), 
求 满足 此 方程 组 的 解 。 
关于 辐 余 方程 组 ,我 国 古 代数 学 家 有 不 少 杰出 的 工作 。《 和 孙子 
算 经 X《 公 元 前 后 ) 中 提出 以 下 问题 : 
“ 今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 
二 , 间 物 几何 ?”“ 答 日 二 十 三 。” 


它 的 意思 是 :要 求 一 数 ,其 被 三 除 余 二 ,被 五 除 余 三 ,被 七 除 余 
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二 , 求 此 数 。 答 案 为 二 十 三 。 
用 同 余 方 程 来 表示 ,就 是 求 x 满足 
[ 二 2 (mod 3)， 
Ts==3(mod5)， (1.4.6) 
三 2 (mod 7), 
Xx 二 23 是 它 的 一 个 特 解 。 如 何 求 它 的 一 般 解 呢 ? 1593 年 明 朝 的 《 算 
法 统 宗 》 对 更 一 般 的 同 余 方 程 组 : 


I 三 a (mod 3)， 
| 5)， (1.4.7) 
三 c (mod 7)。 
用 一 首 歌 道 出 了 它 一 般 解 : 

三 人 同行 七 十 稀 ， 

五 树 梅花 廿 一 枝 ， 

七 子 团圆 整 半月 ， 

除 百 零 五 便 得 知 。 


用 式 子 表达 ,方程 组 (1. 4.7) 的 解 就 是 
ZX 三 70a 十 21b 十 15c (mod 105)。 

对 于 更 一 般 的 同 余 方 程 组 (1. 4. 5) 有 以 下 著名 的 孙子 定理 ,又 称 中 
国 剩 余 定理 (chinese remainder theorem)。 

定理 (孙子 ) 设 m,ms,…,m (三 1) 为 上 个 两 两 互 素 的 正 
整数 , 令 

M = mmm = mM 一 mM, = = nM,, 

则 同 余 方程 (1.4. 5) 的 一 般 解 为 

并 三 bciAf 十 bc 十 … 十 pctM， (mod M) (1. 4. 8) 
其 中 < 是 满足 同 余 方程 

Miz 二 1 (mod m;) (1.4.9) 

的 一 个 特 解 ,i 二 1,2,…,k。 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ,我 们 先 用 它 来 求解 前 面 的 同 余 方程 
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(1.4. 6), 然 后 再 证 明 此 定理 。 
因为 m=3, m:=5, ms 一 7， 
所 以 M=105, Mi=35, M,=21, Ms=15。 
解 方 程 35zx 寺 1 (mod 3) 得 c=2， 
解 方程 ”21z=1 (mod 5) 得 cs=1， 
解 方程 ”15z=1 (mod 7) 得 c:=1， 
由 (1.4.8) 得 (1.4.6) 的 一 般 解 为 
X=2X2X35+3X21+2X15 
圭 140 十 63 十 30 三 23 (mod 105) 
方程 (1.4.7) 的 一 般 解 由 公式 (1.4. 8) 正 好 得 到 那 首 歌 所 述 的 
结果 。 
下 面 证 明 孙 子 定理 。 
证 只 要 证 明 以 下 两 点 : 式 (1.4. 8) 是 方程 (1. 4.5) 的 解 ;方程 
(1.4.5) 的 所 有 解 均 在 (1.4.8) 中 。 
(1) 式 (1. 4.8) 满 足 (1.4.5) 是 显然 的 ,只 要 把 它 代 入 (1. 4. 5) 
的 每 一 个 方程 进行 验证 。 
(2) 设 y 是 (1.4.5) 的 任 一 解 ,证 明 y 包含 在 (1.4.8) 中 。 
> 满足 (1. 4. 5) 中 每 一 个 方程 ,因而 有 
yb (mod m;) 1 一 1,2……, 
设 z 为 由 (1.4.8) 决 定 的 解 ,因而 有 
TI—y 三 0 (mod m,) (i = 1,2,.,k), 


故 ml(z—y) (=1,2,°,k), 

又 因 (mm))=1 (i))， 

所 以 mma“m = MI|(z—y), 

即 y=z (mod M)。 

也 就 是 说 > 被 包含 在 (1.4. 8) 中 。 加 


我 们 可 以 把 求 同 余 方 程 组 (1. 4. 5) 一 般 解 的 孙子 定理 归结 为 
以 下 几 个 步 又; 
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(1) 求 M=mm2em, Mi 二 M/m (i=1,2,",k)。 
(2) 求 一 次 同 余 式 
Mir = 1 (mod m;) 
的 任何 一 个 特 解 c。 (==1,2,…,k)。 
(3) 代入 式 (1.4.8), 则 得 (1.4.5) 的 通 解 ; 
工 三 DictMi tbcM 十 … 十 pc (mod M)。 


习题 1.4 


1 设 a=493, 5 二 391, 求 (a,6),[a,6] 及 p,9€EZ 使 pa 十 
gb= (a,b)。 
2. 求 n=504 的 标准 分 解 式 和 g(x)。 
3. 团体 操 表演 过 程 中 要 求 队伍 变换 成 10 行 、15 行 、18 行 、 
24 行 时 均 能 成 长 方形 , 问 需 要 多 少 人 ? 
4. 设 a,b,cEZ, 则 不 定 方程 az 十 by=c 有 解 的 充分 必要 条 
件 是 (a,6) |c。 
5. 分 别 解 同 余 式 : 
(1) 258z=131 (mod 348) 。 
(2) 56z=88 (mod 96) 。 
6. 解 同 余 方程 组 
工 三 3 (mod 5)， 
工 夺 7 (mod 9)。 
7. 韩信 点 兵 : 有 兵 一 队 , 若 列 成 5 行 , 则 多 1 人 ;成 6 行 ,多 
5 人 ;成 7 行 ,多 4 人 ;成 11 行 ,多 10 人 , 求 兵 数 。 


»39. 


2.1 基本 概念 


前 面 已 经 提 到 过 ,近世 代数 的 研究 对 象 是 代数 系 ,最 简单 的 代 
数 系 是 在 一 个 集合 中 只 定义 一 种 运算 ,这 种 代数 系 就 是 群 .之 所 以 
称 为 群 ,猜想 大 概 是 因为 集合 中 只 有 一 种 运算 ,元 素 之 间 的 联系 不 
甚 紧密 之 故 吧 。 下 面 先 介绍 群 的 基本 概念 。 


1， 群 和 半 群 


群 是 由 一 个 集合 和 一 个 二 元 运算 构成 的 代数 系 , 它 在 近世 代 
数 中 是 最 基本 的 一 个 代数 系 。 

定义 1 设 C 是 一 个 非 空 集 合 , 若 在 G 上 定义 一 个 二 元 运算 
* 满足 

Si， 结合 律 :对 任何 a,b,cEG 有 (a :6b)*c=a*(b，c)。 则 
称 G 是 一 个 半 群 (semigroup), 记 作 (G,。)。 若 (G,，) 还 满足 

Si 存在 单位 元 e 使 对 任何 a€G 有 e*a=a*e=a。 

S;. 对 任何 aEG 有 递 元 a 使 a，a= 二 a*a ' 二 e。 则 称 
(G.，) 是 一 个 群 (group)。 

如 果 半 群 中 也 有 单位 元 , 则 称 为 含 么 半 群 (monoid)。 如 果 群 
(G,。) 适 合 交换 律 ， 

对 任何 a,5EG 有 a 2=2 aa, 则 称 CG 为 可 换 群 或 阿 贝尔 
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(Abel) 群 。 
通常 把 群 的 定义 概括 为 四 点 :封闭 性 ,结合 律 ,单位 元 和 北 元 ， 
以 便于 记忆 。 这 里 封闭 性 指 运算 结果 仍 在 G 中 的 意思 。 

例 1 整数 集合 Z 对 普通 加 法 构成 的 代数 系 (Z, 十 ), 结 合 律 
成 立 , 有 单位 元 0, 任 意 一 个 元 素 z 的 道 元 是 一 +, 所 以 (Z, 十 ) 是 
群 。 类 似 地 (Q, 十 ),(R, 十 ), (C, 十 ) 也 是 群 ,上 且 这 些 群 都 是 可 
换 群 。 

但 对 普通 乘法 来 说 ,(Z,， ) 不 是 群 ,因为 除 1 和 一 1 外 ,其 它 
元 素 均 无 逆 元 。(Z,，) 只 是 一 个 含 么 半 群 。(Q,， ),，(R,，)， 
(C,* ) 也 不 是 群 ,因为 元 素 0 无 逆 元 。 如 果 把 0 元 排除 掉 , 令 
Q =QNO),R' =RN\{(0),C = 一 CN(0), 则 (Q ,CR ). 
(C" ,，' ) 都 是 群 。 

例 2 设 4 是 集合 ,S=2*, 在 S 中 定义 二 元 运算 为 子 集 的 计 
U ,因为 对 UU 结合 律 成 立 , 所 以 (S,U ) 是 一 个 半 群 。 又 因 对 任何 X 
ES 用 UX=XUG=X, 是 单位 元 , 故 (S,U ) 是 一 个 含 么 半 
群 。 类似, 5, 门 ) 也 是 一 个 含 么 半 群 ,但 它 的 单位 元 是 4。 

例 3 设 ww=aias…a, 是 一 个 位 二 进 制 数码 , 称 为 一 个 码 
词 。S 是 由 所 有 这 样 的 码 词 构成 的 集合 , 即 $= {w=aia,*…a, |ai= 
0 或 1,i=1,2,…,n})。 

在 S 中 定义 二 元 运算 十 : zu 一 aanyzos 一 站 ba 十 ros= 
cc 其 中 必 二 ww 十 和 (mod 2),i 二 1,2,…,n, 则 (CS, 十 ) 是 一 个 
群 ,此 群 称 为 二 进 制 码 词 群 。 

例 4 设 K,= {esa,b,c),K, 中 的 二 元 运算 ， 由 下 列 乘法 表 
给 出 : 
| 


| 


| 


~ an|.。 
~~n onl" 

~ Nls 
CE 
~ on 


41l* 


不 难 验证 (K,,。) 适 合 结合 律 ,e 是 单位 元 ,每 个 元 素 的 道 元 为 ， 
el=ea 1 一 av ee 所 以 (K,,，) 是 群 , 此 群 称 为 Klein 
四 元 群 。 它 也 是 一 个 可 换 群 。 

”一 个 群 的 乘法 表 称 为 群 表 , 群 表 有 以 下 性 质 : (1) 每 行 ( 列 ) 包 
含 每 一 个 元 素 。(2) 若 C 是 可 换 群 , 则 它 的 乘法 表 对 称 于 主 对 角 
线 。 很 容易 用 乘法 表 来 定义 一 个 集合 中 的 二 元 运算 ,但 要 定义 一 个 
乘法 表 是 群 表 就 不 很 容易 了 。 一 个 乘法 表 是 群 表 的 充分 必要 条 件 
请 看 本 节 习 题 第 7 题 。 

如 果 一 个 群 G 是 个 有 限 集 , 则 称 G 是 有 限 群 ,否则 称 为 无 限 
群 。G 的 元 素 个 数 1G| 称 为 群 的 阶 。 

常 把 可 换 群 中 的 运算 称 为 加 法 , 故 可 换 群 又 叫 加 群 . 加 群 中 的 
单位 元 叫做 零 元 , 逆 元 叫做 负 元 ,例如 (Z ,十 ) 中 零 元 就 是 0,z 的 
负 元 是 一 z。 

元 素 a 的 宕 定义 为 

a” = QQ 
下 
其 中 4 为 正 整 数 ,并 规定 a 二 e。 当 ap 一 bu 时 有 (cb 一 ab 
下 面 研究 群 的 一 些 基 本 性 质 。 


2. 关于 单位 元 的 性 质 


定义 2 设 (G,，) 是 一 个 半 群 ， 

(1) 若 有 元 素 ex 使 对 任何 aEG 有 ei* a 二 a; 则 ez 叫做 左 单 
位 元 。 

(2) 若 有 元 素 en 使 对 任何 aEG 有 a: er 二 a, 则 ex 叫做 右 单 
位 元 。 

定理 1 若 半 群 G 有 左 单位 元 ei 和 右 单位 元 es, 则 ei 二 ex 一 
e, 是 G 的 单位 元 , 且 单位 元 是 唯一 的 。 

证 先 证 左 、 右 单位 元 相等 : 看 乘积 cr， en, 一 方面 由 ei 是 左 
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单位 元 得 er ex 一 ex, 另 一 方面 由 er 是 右 单位 元 得 ce.，es 一 ex, 故 
ez 一 eRo 


再 证 单位 元 的 唯一 性 : 设 G 中 有 两 个 单位 元 el 和 ez, 则 e,= 


eiez 一 ez, 所 以 单位 元 是 唯一 的 。 加 
在 不 致 混 清 的 情况 下 ,单位 元 e 简 记 为 1。 
3. 关于 逆 元 的 性 质 


定义 3 设 (G,，) 是 一 个 半 群 ,a€G,e 是 单位 元 。 

(1) 若 存在 oz 使 az'a=e, 则 称 ai' 是 a 的 左 逆 元 。 

《2) 若 存在 ag: 使 aag :一 e, 则 称 ax! 是 a 的 右 道 元 。 

定理 2 若 含 么 半 群 G 中 元 素 a 有 左 道 元 cz" 和 右 道 元 ax'， 
则 az'=ax' 二 a ,用 逆 元 是 唯一 的 。 

证 先 证 左 , 右 逆 元 相等 :利用 结合 律 可 作 如 下 计算 :ar 一 
ai'e=a7'(aaR')=(ar'a)ar!=ean'!=aR', 所 以 ai'=ai!'=a-'。 

再 证 唯一 性 : 设 oi: 和 az' 都 是 a 的 道 元 , 则 ai 一 ar'e 一 ai 
(aai ) 一 (ai a)az 一 ea 太一 0 ,所 以 a 的 逆 元 是 唯一 的 。 国 

a 的 逆 元 有 以 下 性 质 : 

(1) (a -一 ao。 

(2) 车 a,b 可 逆 , 则 ab 也 可 逆 , 且 有 (ab) 一 一 和 te。 

(3) 若 a 可 北 , 则 a" 也 可 逆 , 且 有 (ao") 一 :一 (ao 1)"=a™"。 


4. 群 的 几 个 等 价 性 质 


王 面 几 个 定理 叙述 了 与 群 的 定义 等 价 的 条 件 。 

定理 3 半 群 (CC,、) 是 群 的 充 要 条 件 是 满足 以 下 两 个 条 件 ， 

Sa: G 中 有 左 单位 元 ex: 对 任何 acEG 有 era=a; 

S's: 对 任何 aEG 有 以 下 形式 的 左 递 元 a!: aia=er。 

需要 注意 的 是 ,此 处 的 左 逆 元 与 定义 3 中 的 左 逆 元 不 同 。 

证 只 需 证 充分 性 。 先 证 a 的 左 道 ' 满 足 aa-'=ei :因为 任 
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何 元 素 均 有 左 道 , 可 设 a 的 左 逆 为 (a™')“', 于 是 有 aa 一 eraa 
=(a') a aa :一 (aiere 一 一 (CD 一 er 

再 证 左 单位 元 也 是 右 单位 元 :YaEG 有 aer 二 ala al) 一 
(aa™i)a 二 era 二 a, 所 以 ez 是 单位 元 ,从 而 a- :是 a 的 逆 元 ,所 以 由 
定义 1 知 (G,，) 是 群 。 而 

定理 3 的 证 明 有 一 点 技巧 ,分 三 步 :(1) 先 证 明 aa 一 一 er， 
(2) 再 证 er 是 右 单 位 元 , (3) 最 后 再 证 ec-! 是 逆 元 。 

可 以 用 条 件 $,,S'。 和 S', 来 定义 群 ,而 把 定义 1 作为 定理 。 此 
外 ,定理 3 中 的 左 单位 元 和 左 北 元 的 条 件 可 以 同时 改 为 右 单位 元 
和 右 逆 元 ,但 不 能 改 为 一 左 一 右 , 读 者 可 用 乘法 表 构 造 一 个 反例 。 

定理 4 半 群 (G,， ) 是 群 的 充 要 条 件 是 :对 任何 a,bEG 方程 
ax 和 ya 二 6 在 G 中 均 有 解 。 

证 必要 性 :因为 G 是 群 ,a 有 道 元 a-:, 故 可 得 az 一 的 解 为 
2Z 一 aib,ye= 瑟 的 解 是 > 一 6a-:。 

充分 性 :由 定理 3, 只 要 证 明 G 中 有 左 单位 元 和 任意 一 个 元 素 
a 有 左 逆 元 。 

先 证 G 有 左 单位 元 : 任 取 a€G, 方 程 ya 二 a 有 解 , 设 其 解 为 
e, 任 取 g€G, 方 程 ax=g 有 和 解 , 设 其 解 为 5, 即 a6 二 g, 于 是 有 eg 二 
eab 一 a0 一 5 因而。e 是 左 单位 元 。 

再 证 Y a€G 有 左 逆 元 : 因 方 程 ya 二 e。 有 解 , 则 其 解 就 是 a 的 
左 道 元 。 


所 以 由 定理 3 知 (G,。) 是 群 。 图 
对 有 限 半 群 有 以 下 定理 。 
定理 5 有 限 半 群 (C,，) 是 群 的 充 要 条 件 是 左 、 右 消去 律 都 


成 立 : 
aT=ay>I=y, 
a Ry 
证 必要 性 :由 于 群 中 每 个 元 素 都 有 逆 , 所 以 任何 群 (不管 是 
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有 限 群 还 是 无 限 群 ) 消 去 律 都 成 立 。 

充分 性 : 设 G={ai,as,… ,a,), 任 取 aE€EG, 集 合 G'= {aa!i= 
1.2, ,nn}) 守 G, 又 因 oa=aai qa, 二 qj 所 以 1G'|==1G|, 因 而 G 
二 G。 于 是 对 bEG 必 有 aiEG 使 aas 一 5, 即 方程 cz 一 0 有 解 。 同 理 
可 证 方程 ya=b 亦 有 解 ,所 以 由 定理 4 知 (G,，) 是 群 。 国 

下 面 再 举 一 些 典型 的 例子 。 

例 5 2Z,={0,1,…,n 一 1) 是 整数 模 的 同 余 类 集合 ,在 Z， 
中 定义 加 法 ( 称 为 模 的 加 法 ) 为 as 十 2 一 < 十 5。 

由 于 同 余 类 的 代表 元 有 不 同 的 选择 ,我 们 必须 验证 以 上 定义 
的 运算 结果 与 代表 元 的 选择 无 关 。 设 a1 二 az, 刀 = 可, 则 有 | (al 一 
aa ) 和 | (bi —b) nl [Lam—a)+ (bi mb) >n|[(a th ) — (a 
娩 )] 过 a 十 所 二 a 十 b2, 所 以 模 n 的 加 法 是 Z, 中 的 一 个 二 元 运算 。 
显 见 , 单 位 元 是 0。VY RE 2 ,的 道 元 是 一。 所 以 (2Z,, 十 ) 是 群 。 

例 6 设 Z'== 人 (IEEZ,,(k,n)==1), 在 2Z; 中 定义 乘法 ( 称 为 
模 的 乘法 ) 为 2a. 5=a6。 

对 这 个 运算 我 们 不 仅 需 要 检验 它 的 唯一 性 ,而 且 要 检验 它 的 
封闭 性 ,因为 由 a€ 2; ,5E 2; 得 出 a5€E 2 并 不 明显 。 

先 证 封闭 性 :因为 a,5€ Zi 过 (ayn)==1 和 (6,n) 二 1 过 (ab,n) 
二 1, 所 以 ab€ 2; 。 

再 证 唯一 性 : 设 @1=az,81 = 过 n| (a 一 42) | (bi 一 bs) 
n|(a—az) (bi —b) >n| (abitabs—abs—ab) > nl| [Cabi— 
azbz) + (as—a)bst+a(bs—b)] > nl (Cab ab) ,以 a = 
azbz。 

所 以 模 的 乘法 是 Z; 中 的 一 个 二 元 运算 。 

结合 律 显然 满足 。 单 位 元 是 1。 对 任何 a€2; ,由 (a,n) 二 1 知 
存在 p,q€2Z 使 pa 十 gn=1, 因 而 有 pa 三 1(mod n) 即 p，a=1, 所 
以 a-'=8, 即 2Z; 中 每 一 元 素 均 有 逆 元 . 综 上 ,Z: 对 模 的 乘法 构 
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成 群 。 

Z; 的 阶 数 为 p(n) 一 一 欧 拉 函数 :小 于 n 并 与 n 互 素 的 正 整 
数 的 个 数 。 

要 特别 提醒 大 家 注意 ,记号 Z; 与 记号 Z "的 区 别 。 

例 7 设 M,(F) 是 数 域 下 上 的 全 体 n 阶 矩阵 的 集合 , 则 
AM,(CF) 对 矩阵 的 加 法 构成 群 。 但 对 矩阵 乘法 是 半 群 而 不 是 群 。 

设 GL, (F) 是 数 域 f 上 的 全 体 n 阶 可 道 和 矩阵 的 集合 , 则 
GL.《F) 对 和 矩阵 乘法 构成 群 ,这 个 群 称 为 上 的 n 次 全 线性 群 。 因 
为 每 一 个 二 阶 可 逆 和 矩阵 对 应 于 维 线性 空间 中 一 个 可 逆 线 性 变 
换 , 因 而 GL,(F) 可 以 看 作 是 上 的 维 线性 空间 上 的 全 体 可 道 
线性 变换 的 集合 。 

例 8 设 4 是 一 个 非 空 集 合 ,44 是 4 上 的 所 有 变换 的 集合 
在 44 中 定义 二 元 运算 为 映射 的 复合 ,由 于 映射 的 复合 满足 结合 
律 ( 见 1. 2 节 定 理 1), 所 以 44 对 映射 的 复合 成 一 个 半 群 。 如 果 记 
S 是 A 上 的 全 体 可 道 变 换 的 集合 , 则 S 对 映射 的 复合 成 群 ,此 群 
称 为 4 上 的 对 称 群 , 记 作 5。。 

当 4 是 有 限 集合 时 ,可 设 A4={1,2,…,n}), 则 4 上 的 一 个 可 
逆 变 换 可 表 为 

a 
其 中 心 ,ii 为 一 个 级 排列 ,这 样 一 个 变换 称 为 一 个 n 次 置 
换 。 全体 次 置换 对 变换 的 复合 构成 的 群 称 为 n 次 对 称 群 , 记 作 
S,。 由 级 全 排列 的 个 数 知 15,| ==n!。 例 如 ,S3 共有 3! =6 个 元 
素 , 它 们 是 


a-[129), a -人 1 ?让 ， -|!2 引 ， 
人 213 “Tl132 
En 办 23 
“=| » 0 二 5 “| | 
321 231| 312 
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其 中 co 为 单位 元 。 
两 个 置换 的 乘积 按 复合 定义 应 从 右 往 左 计算 ,例如 
{123)/123) 1123 
=| :il 1 
以 上 几 个 例子 中 的 数 群 ,整数 模 的 加 群 ,Klein 四 元 群 ,全 
线性 群 以 及 对 称 群 都 是 十 分 重要 的 群 ,今后 会 经 常 遇 到 它们 ,因此 
必须 熟 记 它们 的 定义 。 
下 面 我 们 结合 项 链 问题 讨论 正 n 边 形 的 旋转 群 。 一 个 及 n 颗 
珠子 的 项 链 可 以 看 作 一 个 正 n 边 形 。 
例 9 设 X={0,1,2,…,n 一 1) 为 正 n(n 之 3) 边 形 的 顶点 集 
合 , 且 按 逆 时 针 方 向 排列 (图 2.1)。 将 正 多 边 形 绕 中 心 o。 沿 逆 时 针 
方向 旋转 2x/n 角度 , 则 顶点 i 变 到 原 顶 点 i 十 1(mod n) 的 位 置 , 故 
这 个 旋转 是 X 上 的 一 个 变换 , 记 作 pi, 则 pi 可 表 为 
0 1 2 … 7 一 1 


人 


0205 


图 2.1 
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旋转 2kx/n 角度 的 变换 记 作 pi, 则 pi 可 表 为 
-|" 1 2 … nl 
Re 
(k= 0,1,2,.… ,nn— 1})。 
其 中 加 法 为 模 的 加 法 且 取 值 为 0 到 一 1 之 间 ( 下 同 )。p, 为 单位 
变换 。 Pe 可 表 为 
Pl2)=k+i,i=0,1," ,nl1。 
另 一 类 变换 为 绕 对 称 轴 翻 转 x 角度 ,我 们 称 这 类 变换 为 反射 
或 翻转 ,由 于 这 样 的 对 称 轴 共 有 个 ,记过 顶点 0 的 轴 为 1, 过 边 
《0,1) 中 点 的 轴 为 4,…，, 直 到/ ,。 相 应 的 反射 变换 记 作 rm ，…* 
1。 例如 
0 1 "nl 
zu 一 
0 光一 1 » 1 
读者 不 难 自 己 证 明 zt 为: 
ze( 站 二 上 十 n 一 i 其 中 加 减法 为 模 的 加 减法 。 
由 此 可 证 明 以 下 的 运算 关系 : 
一 Ji 
nt 一 1， 
of 一 Pt， xi = me， 
Pip! 一 Cey 
sx 一 Ki， 
Xp 一 Tey 
MT 一 Do 
其 中 下 标的 加 减法 均 为 模 的 加 减 。 
令 
D, = {pi mlk = 0,1,2,.%,n — 1}, 
则 D, 对 变换 的 复合 是 封闭 的 ,有 单位 元 p, 每 个 元 素 有 逆 元 .所 以 
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也 , 是 群 ,此 群 称 为 二 面体 群 (dihedron group ) 。 
习题 2.1 


1， 设 G={(4= (oj)sslaiEZ,det4 一 1), 证 明 G 对 矩阵 乘 
法 构成 群 。 

2 . 设 人 一 (二 乓 , 土 万 士 Jy 士 民生 
其 中 


0 | 

i 0i 

证 明 Q 关于 和 矩阵 乘法 成 群 (此 群 称 为 四 元 数 群 ) 。 
3.， 设 


«| 


G= 


cz 十 GZ 
证 明 G 关于 变换 的 复合 成 群 。 

4. 举例 说 明 如 果 把 定理 3 中 的 条 件 S's 改 为， 对 任何 a€G 
有 右 逆 元 , 则 定理 不 成 立 。 

5. M 是 含 么 半 群 ,e 是 单位 元 ,证 明 b 是 a 的 逆 元 的 充 要 条 
件 是 aba 二 a 和 aba 一 e。 

6. 列 出 5; 的 乘法 表 。 

7. 设 G 是 有 限 集 ,用 乘法 表 定义 了 一 个 二 元 运算 , 且 G 有 
单位 元 1, 则 G 是 群 的 充分 必要 条 件 是 乘法 表 具 有 以 下 性 质 : 

(1) 乘法 表 的 每 一 行 与 每 一 列 都 含有 C 的 所 有 元 素 。 

(2) 对 G 的 每 一 对 元 素 z 关 1,y 关 1, 在 乘法 表 中 任意 选取 一 
个 1, 设 R 是 一 个 以 1,zyy 为 顶点 的 长 方形 ,其 中 1,z 位 于 同一 
列 ,1,y 位 于 同一 行 , 则 R 的 第 4 个 顶点 上 的 元 素 , 仅 依赖 于 x 和 
,而 与 1 的 选择 无 关 。 


6| 
f(z) = E+b a d € R | = 中 
cd 
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2.2 子 群 


这 一 节 我 们 主要 讨论 一 个 群 内 的 元 素 和 子 集 的 一 些 初等 
性 质 。 


1. 子 群 
设 G 是 一 个 群 ,4,B 是 G 的 非 空子 集 ,g 是 G 的 一 个 元 素 ,我 
们 规定 群 中 子 集 的 运算 如 下 : 
AB = {abla € A,b € B}, 《2 
4 一 {a-laeE4)， (2.2.2) 
gA= {gala € A}, (2. 2. 3) 


子 集 的 乘积 (2. 2. 1) 满 足 结合 律 ,元 素 与 子 集 的 乘积 (2. 2. 3) 则 是 
(2. 2. 1) 的 特殊 形式 ,要 注意 的 是 4A4-' 并 不 等 于 {e} ,根据 
(2.2.2),44-: 应 为 44-={atai laazE4)。 

-个 子 集 内 的 元 素 也 可 满足 群 的 条 件 而 成 为 一 个 群 ,这 就 是 
子 群 的 概念 。 

定义 1 设 $ 是 群 C 的 一 个 非 空子 集 , 若 $ 对 G 的 运算 也 构 
成 群 , 则 称 $ 是 G 的 一 个 子 群 (subgroup), 并 记 作 :SS<G。 

当 S<G 且 5S 关 G 时 , 称 S 是 G 的 真子 群 , 记 作 S<G。 

例 1 在 (Z, 十 ) 中 , 子 集 如 ,== {2k|lkEZ} 是 所 有 偶数 的 集合 ， 
对 加 法 也 作成 群 ,所 以 ,<<Z。 

一 般 来 说 ,对 任何 取 定 的 一 个 正 整 数 mm, 子 集 HH, = {mk|kE 
Z} 对 加 法 都 构成 群 ,所 以 态 ,<Z 《m= 二 0,1,2,…)。 反之 ,可 以 证 
明 Z 的 任何 一 个 子 群 只 能 是 某 个 昌 ,。 读 者 不 妨 自 己 利用 整数 的 
性 质 加 以 证 明 , 我 们 将 在 下 一 节 详细 讨论 这 一 问题 。 

仅 有 一 个 单位 元 的 子 集 {e} 也 是 一 个 子 群 ,这 个 子 群 称 为 单位 
元 子 群 。 单 位 元 .单位 元 子 群 在 不 致 混淆 的 情况 下 ,有 时 都 简 记 
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为 1。G 本 身 也 是 G 的 子 群 。 但 是 这 两 个 子 群 是 任何 群 都 有 的 , 称 
它们 为 平凡 子 群 。 对 于 一 个 一 般 的 群 中 的 子 集 $ 来 说 ,如 何 判断 
它 是 否 是 子 群 呢 ? 是 否 还 要 按 群 的 定义 逐条 检验 呢 ? 我 们 逐条 来 
分 析 , 首 先 看 C 中 的 二 元 运算 是 否 是 S 中 的 二 元 运算 ,这 需要 检 
验 封闭 性 :对 任何 a,oES 有 apES。 但 唯一 性 就 不 必 检 验 了 .结合 
律 也 不 必 检 验 。 剩 下 还 需 检 验 5S 中 是 否 有 单位 元 ,和 对 任何 acES， 
4 是 否 仍 在 $ 中 。 我 们 可 把 这 些 条 件 总 结 成 以 下 定理 。 

定理 1 设 S$ 是 群 G 的 一 个 非 空子 集 , 则 以 下 三 个 命题 互相 
等 价 : 

(iD) 5S 是 G 的 子 群 。 

(ii) 对 任何 aoES 有 apES 和 aiES。 

(iii) 对 任何 a,bES 有 apiES。 

证 (一 (ii) :由 子 群 定义 是 显然 的 。 

(iD 一 (iii):V aoES, 由 (2) 得 和 ES 和 ab ES。 

(这 ) 全 (iD: 有 aa 一 =1ES。 其 次 1.o 一 z ES。 最 后 由 和 
ES 可 得 op=a(o ES 即 运算 对 S 封闭 。 结 合 律 显然 成 立 。 所 
以 S<G。 一 

条 件 (ii2 和 iii) 都 是 常用 的 检验 一 个 子 集 是 否 是 子 群 的 准则 。 
对 于 有 限 子 集 玉 来 说 ,H 是 子 群 的 条 件 还 可 简化 为 :对 任何 a,6 
EH 有 ab€E HH。 证 明 留 作 习 题 。 

例 2 设 GL,(F) 是 数 域 上 的 全 线性 群 ,SL,(F)={A|4AE 
GLa(F),detA=1},Y A,BE SL,(F) 有 |AB™'|=|A1|B|-'=1, 
所 以 AB“'E SL,(F), 故 由 定理 1 得 SL,(F) 二 GL,(F) ,SL,(F) 称 
为 特殊 线性 群 。 

子 群 还 有 以 下 一 些 性 质 : 

(1) 设 五 <G, 则 五 的 单位 元 就 是 G 的 单位 元 。 

类 似 于 子 群 的 概念 也 有 子 半 群 的 概念 ,但 是 对 半 群 来 说 ,如 果 
它 有 单位 元 , 它 的 子 半 群 不 一 定 有 单位 元 ,即使 也 有 单位 元 ,它们 
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的 单位 元 也 可 不 一 致 。 
(2) H;, Hi,<G => HNH,<G. 
(3) Hi.H:<G, 则 
HiUH,<G © HICH; 或 H,EH'。 
(4) ,HG, 则 
HiH,<G © HIH,=H,H,。 

我 们 只 给 出 (4) 的 证 明 , 其 余 的 留 给 读者 自己 去 做 。 

(4) 的 证 明 :=:Y apE H1H;, 由 HH, 是 子 群 ,有 (ab)'€ 
HiH,, 因 而 可 表 为 (ab) '==aibi, 由 此 得 ab==(aib1) '=bi'ai'€ 
HH 本 ,所 以 HIH;SHsHi, 反 之 ,YW ba € HsH,(ba) !=a 20 IE 
HH;, 由 于 人 Hi\H, 是 子 群 , 故 ba€ H1H,, 于 是 HisHi\SH1Hi。 所 
以 HH:=H.H,. 

:VY ab ,ab E HiH;, (aibi) (abs) '=abibi lay!=awb' as' 
二 wa'b' 二 a%"E HH,, 由 定理 1(3) 知 HiH:<G。 轿 

下 面 我 们 从 几何 意义 上 来 讨论 全 线性 群 GL,(R) 的 子 群 。 在 
三 维 欧 氏 空间 Ri 中 ,GL;(R) 是 R, 中 所 有 可 逆 线 性 变换 的 集合 。 
它 有 以 下 子 群 : 

(1) SL (R)={A|AER'™’,|A|= 土 1}。 

它 的 几何 意义 是 所 有 保持 体积 不 变 的 线性 变换 的 集合 ,这 里 
所 说 的 保持 体积 不 变 , 指 的 是 对 Ri 中 任意 三 个 向 量 a ,as,as 所 构 
成 的 平行 六 面体 的 体积 与 经 过 变换 后 的 三 个 向 量 hai, Aa,, Aa 
所 构成 的 平行 六 面体 的 体积 相同 , 即 | (Aha, X Aas)。Aas|=| (a Xx 
%)。ws | ,请 读者 自己 证 明 。 

(2) SLCR)={414ER:“ ,141=1)。 

它 是 保持 体积 不 变 且 保持 定向 不 变 ( 指 对 任意 三 个 向 量 w， 
as 所 成 的 左手 系 或 右手 系 关系 经 变换 后 仍 保持 不 变 ) 的 所 有 线 
性 变换 的 集合 , 即 Y qi,as,asER3 有 (Aa;X Aas)， Aas= (a X as) 
< 
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(3) O;(R)={AIAER ,A'A=1}). 

即 所 有 正 交 算 阵 的 集合 。 它 的 几何 意义 是 保持 向 量 长 度 不 变 
的 所 有 线性 变换 的 集合 。 

(4) SO,={A|AER'™’, A'A=I 有 |4|=1}。 

由 线性 代数 知识 可 知 |41=1 的 正 交 变 换 是 旋转 , 它 保持 空间 
向 量 的 长 度 和 定向 都 不 变 ,并 且 Y 4ESO, 可 确定 它 的 旋转 轴 7 
和 旋转 角 0, 可 将 4 表示 为 r-(7,0)。 因 而 SO; 称 为 三 维 旋转 群 。 

以 上 几 个 子 群 的 关系 为 

SO; < SL,(R) < SL (R) < GL,(R), 


2. 元 秦 的 阶 
定义 2 设 G 是 群 ,a€EG, 使 


a"=e@ (2.2.4) 
成 立 的 最 小 正 整 数 称 为 a 的 阶 (order) 或 周期 (period) , 记 作 
ou) 。 若 没有 这 样 的 正 整 数 存在 , 则 称 a 的 阶 是 无 限 的 。 
由 定义 ,单位 元 的 阶 是 1 。 
在 加 群 中 , 式 (2. 2.4) 变 为 
na=0 (2. 2. 5) 
例如 在 (Z, 十 ) 中 除 0 以 外 的 元 素 都 是 无 限 阶 的 。 但 是 在 (Z,, 十 ) 
中 元 素 的 阶 都 是 有 限 的 ,例如 ,Z,= {0,1,2,…,5) 中 0o(1)=6， 
0(2)=3。 
定理 2 设 G 是 群 ,a€G, 则 
a"=10(a)|m,。 
证 >: 设 ola)=n, 由 带 余 除 法 可 得 
m 三 pn 十 r,0<r<n, 于 是 有 a”"==a”*"=a’==1。 但 因 w 是 使 a” 
三 1 的 最 小 正 整 数 , 故 r=0 即 m= pn ,所 以 nm。 
:n=0(a)|m 之 m=kn > a”"=(a"):= 1, 图 


关于 元 素 的 阶 还 有 以 下 重要 结果 : 


(1) 有 限 群 中 每 一 个 元 素 的 阶 是 有 限 的 。 

(2) 设 G 是 群 ,a,5EG,0(a)==m,0(6)==n, 若 (mn) 二 1 和 ab 
=ba, 则 o(ab)==mn。 

证 设 olab)=k, 因 (ab)™=a™b™ 二 1, 故 由 定理 2 知 &lmn。 

另 一 方面 ,由 (ab 各 一 加 一 1 得 n|km, 又 由 (n,m) 二 1 得 nlk， 
同 理 亦 可 得 mlk, 因 而 nm 1k。 

综 上 ,得 o(eb) 一 zz 。 国 

(3) 设 G 是 群 , 若 除 单位 元 外 其 它 元 素 都 是 2 阶 元 , 则 G 是 
Abel 群 。 

证 首先 由 4?=1 可 得 < 一 c 。 

对 任何 ae,oEG 有 abEG 及 (ab) 一 1, 因而 a 一 (ab) -一 
ba 一 ba, 所 以 G 是 Abel 群 。 国 

例 3 确定 二 面体 群 D, 中 各 元 素 的 阶 。 

解 显然 有 o(rm) 王 2 (k=0,1,*…,n 一 1),o(p,)==1,0(p1)= 


现 考虑 o(o) 。 令 d= (及 m 一 dz, 一 di , 则 (RD) 一 1 。 
又 令 olpi)=m， 可 得 
内 一 pp 一 pm 一 (op 一 1 所 以 加 四。 
反之 ,由 PY 二 pf" 二 1, 得 nlkm, 于 是 进一步 可 得 m1km, 又 由 
nh) 二 1 所 以 ni|m。 


1. 举 一 个 半 群 的 例子 , 它 有 单位 元 ,但 它 的 一 个 子 半 群 无 单 
位 元 ,或 有 不 同 的 单位 元 。 
2. 设 玉 是 群 G 的 有 限 子 集 ,证 明石 <G 六 对 任何 a,bEH 
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有 abE€ENH。 

3.” 找 出 Z 和 2 中 全 部 子 群 。 

4. 设 G 是 群 ,VY a,bEG, 证 明 o(ab)==o(ba)。 

5. 设 G 是 偶数 阶 群 ,证 明 G 中 存在 2 阶 元 。 

6. 设 G 是 群 ,对 任何 a,5EG 有 (ab): 一 az82, 证 明 G 是 Abel 
群 。 

7. 设 G 是 非 可 换 群 ,证 明 G 中 存在 非 单 位 元 的 元 素 a 和。 
且 a 关 6 使 ab=ba。 

8. 设 G 是 群 ,a€G,o(la)==n,m 为 任意 正 整数 , 则 o(a")= 
n/ mn) 

9.， 设 A=(4)sxsE50O0;,7 为 A 所 在 的 旋转 轴 的 单位 向 量 。 
9 为 旋转 角 , 证 明 

(1) 7 可 用 4 一 了 中 两 个 线性 无 关 的 行 向 量 作 叉 积 求 得 。 

(2) 9 满足 方程 2cos0 十 1=trA。 

10. 证 明 Y nE2Zi* 有 目 (n,p)=1 有 

n”” = 1(modp), 

其 中 pp 为 素数 ,gln) 为 欧 拉 函 数 。 


2.3 ”循环 群 和 生成 群 , 群 的 同 构 


本 节 介 绍 一 类 常用 的 最 简单 的 群 和 群 的 同 构 的 概念 。 
1、 循 环 群 和 生成 群 

设 G 是 群 ,a€G, 令 

H= {alk € 2}, 
因为 V atr,a%EH 有 ah(a%) 1=ah-%hEH, 所 以 及 是 G 的 子 群 ， 
此 子 群 称 为 由 a 生成 的 循环 子 群 (cyclic subgroup) , 记 作 (ay ,a 称 
为 它 的 生成 元 。 若 G=(a》, 则 称 G 是 循环 群 。 
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循环 子 群 是 由 一 个 元 素 生成 的 ,由 几 个 元 素 或 一 个 子 集 也 可 
生成 一 个 子 群 。 

定义 1 设 S 是 群 G 的 一 个 非 空 子 集 ,包含 5 的 最 小 子 群 称 
为 由 S 生成 的 子 群 记 作 《S),S 称 为 它 的 生成 元 集 。(S) 可 表 为 

(S$) = {ataratla; € Se E Zk= 1,2,..) (2.3.1) 

下 面 我 们 来 证 明 (2. 3.1) 式 。 可 设 有 是 (2. 3.1) 的 右边 的 集 
合 ,很 易 由 子 群 的 条 件 看 出 H 是 子 群 且 肪 二 S$。 如 果 KK 是 任 一 个 
包含 5 的 子 群 ,对 任何 zx 一 af…agsE 妃 ,因为 wESSEK, 又 因 天 是 
子 群 , 故 ofE 开 和 aftaz…agE 天 , 故 万 天 ,所 以 五 是 包含 S 的 
最 小 子 群 ,由 定义 得 (S) 一 已 。 

如 果 C=(S), 且 任何 $ 的 真子 集 的 生成 子 群 均 不 是 G, 则 称 
5 是 G 的 极 小 生成 元 集 。 任 何 一 个 生成 子 群 都 有 一 个 极 小 生成 元 
集 。 当 1S|< 二 oo 时 ,元 素 个 数 最 少 的 生成 元 集 称 为 最 小 生成 元 集 。 

例如 ,Klein 四 元 群 的 极 小 生成 元 集 是 {a,5) ,因为 另外 两 个 元 
素 可 用 ua 和 6。 的 乘积 来 表示 :c= 二 ab,e 二 a*,{a,b} 的 任何 真子 集 的 
生成 子 群 均 不 是 Klein 四 元 群 。 因 而 Klein 四 元 群 可 表 为 

天 la,blol(a) = 0(b) = 2,ab 一 ba)。 

(Z, 十 ) 是 由 1 生成 的 循环 群 :(Z, 十 )=(1),H,= {mk|kEZ} 
二 lm) 是 Z 的 循环 子 群 。(Z,, 十 )= 二 (1) 是 nn 阶 循环 群 。 

二 面体 群 D, 是 由 p, 和 mr 生成 的 群 :D,= (pi,xo)。 它 的 极 小 
生成 元 集 可 以 有 好 几 个 ,如 何 把 它们 都 表示 出 来 , 留 作 习 题 。 

下 面 举 一 个 较为 复杂 的 例子 。 


Jrab 
例 1 设 Sr 一作] bcdEZ db=1). 证 明 


sum = (D9) 


0 一 1 0 
= B-'46- = 人 
2 了 | ® | 0 2 


6 
显然 有 (4,B)GSL(Z)， 反之 ,Y X= sse 
起 


情形 1, 当 ab,c,d 中 有 一 个 元 素 为 0 时 ,例如 c=0, 则 必 有 
a 二 d 二 1 或 a==4d= 一 1, 因 而 
1b | 
2 =x | 0 
所 以 XE(4,B)。 
情形 2, 当 abcd 关 0 时 , 必 有 (a,c)==1( 否 则 | 久 | 关 1) ,不 妨 设 
lal<<lcl ,并 令 c=ga+r,O<r<lal, 于 是 有 


b 
-ee 


Qp-x — | : "| 


a 
左上 角 元 素 的 绝对 值 减 小 了 ,用 这 种 方法 可 左 乘 4 与 B 的 某 个 乘 
积 使 左上 角 元 素 的 绝对 值 不 断 减 小 ,经 过 有 限 次 运算 后 ,使 左上 角 
元 素 为 0, 从 而 变 为 情形 1。 


所 以 X € (4,B)， 
从 而 SL.(Z) © (4,B)。 
综 上 得 SL:(Z) = (4,B)。 
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2. 群 的 同 构 


有 些 群 虽然 来 源 不 一 样 , 但 从 群 的 代数 结构 与 性 质 上 看 ,它们 
是 完全 相同 的 ,这 就 是 同 构 的 概念 。 

定义 2 设 (G,，) 与 (G',。) 是 两 个 群 , 若 存 在 一 个 G 到 GG 
的 双 射 了 满足 

ja .60) = f(a)。f(5), 对 任何 a,b € G， 

就 说 了 是 C 到 G' 的 一 个 同 构 映 射 或 同 构 (isomorphism) ,并 称 G 
与 G 同 构 , 记 作 G 之 G'。 

通常 把 条 件 fCe .6)= /Ce)。 丰 (6) 称 为 y 保 持 群 的 运算 关 
系 。 一 个 同 构 映射 了 不 仅 保持 运算 关系 ,而 且 使 两 个 群 的 所 有 代 
数 性 质 都 一 一 对 应 。 例 如 ,把 G 中 的 单位 元 e 映 成 G' 中 的 单位 元 
2 :e 三 f(e); 把 G 中 的 任 一 元 素 a 的 逆 元 映 成 C' 中 的 对 应 元 素 的 
道 元 : f(a) 二 [f(a)] ;把 G 中 的 子 群 鼠 映 成 G' 中 的 子 群 , 
<GSfA(H)S<G' ; 保持 元 素 的 阶 不 变 :oCF(a))=o(a); 保 持 元 
率 的 可 交换 性 :a，6b==b，a 忆 f(a)。f(6)=f(6)。f(a) ,等 等 。 总 
之 ,两 个 同 构 的 群 , 如 果 不 管 它们 的 实际 背景 而 只 考虑 它们 的 代数 
性 质 ,我 们 就 把 它们 等 同 起 来 看 作 一 个 群 。 

例 2 设 G=(R",*),G'==(R, 十 ), 其 中 R' 是 所 有 正 实数 
的 集合 ,证 明 GS2G' 。 

证 作 G 到 G' 的 对 应 关系 

rzrmlgzr (R+—R) 
显然 这 是 一 个 映射 。 因 lgzi=lgzr:* 全 zi 一 zi, 所 以 了 是 单 射 。 又 对 
任意 一 个 2EG' , 取 z 一 10, 则 jz) 一 0, 所 以 了 也 是 满 射 。 
V zz E GST Xs) = lg(r * x,) 
= lgzi + lgzr, = f(r) + f(r,), 
所 以 由 定义 2 知 了 是 G 到 CG' 的 同 构 ,GS2G' 。 
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例 3 设 U,= {ce 鞋 | 二 0,1,…,n 一 1) ,是 复数 域 上 的 所 有 
nn 次 单位 根 的 集合 ,U, 关于 复数 乘法 构成 群 。 证 明 (U.,，。) 兰 
(Z., 十 )。 
设 (Z,, 十 ) 到 (U,,，) 的 一 个 对 应 关系 为 
Je 加 一 0,1 一 1， 
由 于 Z, 中 元 素 的 表达 形式 不 唯一 ,要 证 明 对 应 关系 的 唯一 性 。 


2 2 on 2 2 


因 下 一天 一 所 一 外 十 ge 一 e 一 人 一 ce 一 em 即 
7 一 AGE) 所 以 了 是 一 个 映射 。 进 而 不 难 证 明 三 是 一 个 双 射 ， 
且 有 


f (Bi + hh) 一 二 下) = er = een 


一 CD) * f(k,) 
所 以 f 是 Z, 到 UU, 的 同 构 ,(2,, 十 ) 生 (UV,,。)。 
从 例 3 可 见 , 表 面 上 不 同 的 两 个 群 在 代数 性 质 上 可 以 是 完全 
相同 的 ,这 样 ,就 可 以 利用 同 构 的 方法 研究 一 类 群 。 下 面 用 同 构 的 
方法 分 析 循 环 群 的 性 质 。 


3、 循环 群 的 性 质 


循环 群 是 一 类 最 简单 的 群 ,从 同 构 的 意义 上 讲 , 它 的 结构 是 完 
全 确定 的 。 

定理 1 设 G=《a) 是 由 a 生成 的 循环 群 , 则 

(1) 当 o(a)=co 时 GS(Z, 十 ), 称 G 为 无 限 循环 群 。 

《2) 当 olq)==n 时 G 名 (2Z,, 十 ), 这 时 称 G 为 阶 循环 群 , 记 
作 C,。 

这 个 定理 的 证 明 很 容易 ,只 要 先 将 G 的 元 素 形 式 写 出 : 
(1) 当 o(a) 一 co 时 CG={toEZ),(2) 当 o(a)==n 时 ,G= {e,a， 
aa } ,由 此 不 难 找 出 相应 的 同 构 映 射 。 

下 面 进一步 研究 循环 群 的 生成 元 问题 。 


由 于 所 有 循环 群 都 同 构 于 (Z, 十 ) 或 (Z., 十 ), 所 以 今后 凡是 
遇 到 循环 群 都 可 以 用 乙 或 Z, 来 代替 ,因此 下 面 我 们 就 用 (Z, 十) 
和 (2Z,, 十) 来 讨论 循环 群 的 性 质 。 

定理 2 关于 循环 群 的 生成 元 有 

(1) (Z, 十 ) 的 生成 元 只 能 是 1 或 一 1。 

(2) (2Z,, 十 ) 的 生成 元 只 能 是 4a, 其 中 (a,n)==1。 

证 (1) 设 Z=(a), 因 1E€2Z, 故 必 有 上 使 ka=1, 所 以 a=1 
或 一 1, 显 然 有 Z=(1)=( 一 1)。 

(2) 设 Z,=(a), 因 1E2,, 必 有 使 48=1] 局 3 pEZ 使 ka 
+pn=1 辣 (a,n)=1。 [J 

下 面 研 究 循环 群 的 子 群 性 质 。 

定理 3 循环 群 的 子 群 仍 是 循环 群 , 且 

(1) (Z, 十 ) 的 全 部 子 群 为 H,= (m) ,m= 二 0,1,2,…。 

(2) (2Z,, 十 ) 的 全 部 子 群 为 (0) 和 (4),d|n。 

证 (1) 设 H<Z, 若 H 承 {0}, 令 

M= {rlIx€EHEHEzr>0)}, 
由 于 xEH=> 一 YEH, 故 M 了 2。 由 自然 数 集 的 良 序 性 知 M 有 最 
小 元 , 设 为 m。 于 是 Y zEM 有 z=pm 十 r,0<r<m, 且 r=x 一 pm 
EM。 由 m 的 最 小 性 得 r=0, 所 以 M= {km1kEZ'), 因 而 

H= {kmlk € 2Z} = (m)。 

(2) 令 Z, 二 {0,1,2,…,n 一 1}, 并 约定 它 的 每 一 个 元 素 的 表达 
形式 唯一 , 均 为 X,k<n。 设 H<Z,, 且 H 关 {0}。 令 M= (klkEH 
\(0},k<n}, 显 然 M 关 如 是 自然 数 集 的 子 集 , 有 最 小 元 , 设 为 d。 
VxEM, 有 Xx=pd 二 r,0<r<d, 由 于 r=x 一 pd€E 昌 ,车 7 关 0, 则 
rEM 与 d 是 M 的 最 小 元 蔬 盾 , 故 r=0, 所 以 M= {kd|k 守 0},H= 


{hak 二 0,1,2,…}) 二 {Rd|k 二 0,1,2,…}), 由 4 的 最 小 性 可 得 :3 mx 
EZ' 使 md 二 n, 所 以 
H= {0,d,2d,",m — 1)d} = (d),dln, 画 
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例 4 确定 二 面体 群 D, 的 所 有 子 群 

解 ”由 所 有 绕 中 心 的 旋转 构成 的 子 群 是 ” 阶 循环 群 :C,= 
《p10) = 二 {posP1，,"…,P,-1},C, 的 所 有 子 群 也 是 D, 的 子 群 ,由 定理 3 
可 求 出 C, 的 所 有 子 群 。 设 4 二 php?…p? 是 的 标准 分 解 式 , 令 

CCR AR,) = 0 
其 中 Oke = 1,2,..,s), 
则 对 应 每 一 个 d=d (Ck,k,,…,k,) 有 一 个 子 群 : 
Hur, = (pa)o 


这 样 的 子 群 共有 |] Ce + 1) 个 。 
由 每 一 个 反射 t 可 生成 一 个 2 阶 子 群 
天 ,一 (人 mm (=0,1,2,. ,nO— 1)。 
第 三 类 子 群 则 是 Hi.,= 《pi sz) ,Lk。 
对 于 具体 的 4, 可 不 重复 地 写 出 D, 的 所 有 子 群 。 


习题 2.3 
1. 设 G 是 由 a,6 两 个 元 素 生 成 的 群 ,其 定义 如 下 : 
G (a,blola) = n,0(b) = 2,ba = a-'b), 


写 出 G 的 所 有 元 素 ,并 证 明 G 器 D,。G 也 可 作为 二 面体 群 D, 的 
定义 。 


求 二 面体 群 D, 的 所 有 最 小 生成 元 集 。 

证 明 Klein 四 元 群 同 构 于 (Zi ，，)。 
(Q, 十 ) 与 (Q* ,，) 是 否 同 构 ? 

设 G=(a) 为 无 限 循 环 群 ， A=(a'),B= (a') ,证 明 
(1) ANB= (a") ,m= [s,t]。 

(2) (4,B)=(a’),d=(s,1)。 

6， 设 


be 
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0 人 "ea 


是 关于 年 阵 乘法 构成 的 群 ， 


Bd 达 1 2 
4=-[， 中 s-[。 
证 明 G=(A,B)。 
7. 非 平凡 子 群 M 称 为 群 G 的 极 大 子 群 ,如 果 有 子 群 已 满 
足 MH<G, 则 必 有 五 =G。 确 定 无 限 循 环 群 的 全 部 极 大 子 群 。 
8.、 设 p 为 素数 
G= {rz|z E Cx = 1,n=1,2,} 
是 对 复数 乘法 构成 的 群 ,证 明 G 的 任意 真子 群 都 是 有 限 阶 循 
环 群 。 


9"， 设 
| Ee 0 {1 0 ew ,小 0 
0 0 1 0 0 0 w 0 
A 光 : j 半 二 0 0 w 0 
0 yy 
1 | 
1 0 … … 0 0 lo EY 0 on 一) 
其 中 心 为 次 单位 原 根 。 
G= (A,8B), 
证 明 |G|=n?。 


2.4 变换 群 和 置换 群 , 凯 莱 定 理 


设 4 是 一 个 非 空 集合 ,在 2. 1 节 的 例 8 中 已 经 讲 过 ,4 上 的 

所 有 可 逆 变 换 构成 的 群 称 为 4 上 的 对 称 群 。 此 群 的 任何 子 群 都 叫 

做 4 上 的 变换 群 。 当 |4|=n 时 ,4 上 的 对 称 群 称 为 ”次 对 称 群 ， 
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记 作 S,。5, 的 任何 一 个 子 群 称 为 置换 群 。 

变换 群 和 置换 群 在 群 论 中 有 很 重要 的 作用 ,任何 群 都 可 用 它 
们 来 表示 。 因 此 我 们 要 对 它们 专门 讨论 ,下 面 先 研究 置换 群 。 
1. 置换 群 


1” 置换 的 轮换 分 解 

一 个 置换 可 以 表示 为 一 些 轮换 的 乘积 ,什么 是 轮换 呢 ? 

定义 1 设 r 是 一 个 次 置换 ,满足 

(1) r(a)=assr(as)=a3.°" ,ra1)=a1, 

(2) r(a) 一 a， 当 ea 天 ai(G 一 1,.2,… ,1), 
则 称 -是 一 个 长 度 为 ! 的 轮换 (cycle) ,并 记 作 :r=(aolay…a)。 
长 度 为 2 的 轮换 称 为 对 换 (transposition ) 。 


例如 
1123456 
/= 324516- 345) 
是 一 个 长 度 为 4 的 轮换 。 
(2) 
t= | = (25) 
(153426 


是 一 个 对 换 。 

显然 长 度 为 ! 的 轮换 的 阶 数 olr)=/ ,长度 为 1 的 轮换 就 是 
单位 元 , 记 作 (1)。 两 个 轮换 的 乘积 的 计算 方法 也 是 由 右 往 左 按 复 
合 函 数 的 概念 进行 计算 ,例如 

fr= (1345)(25)= (21345) 

由 上 所 见 , 如 果 我 们 能 把 任 一 置换 表示 为 轮换 , 则 无 论 是 书写 还 是 
运算 都 会 简化 很 多 。 

定理 1 设 s 是 任 一 个 n 次 置换 , 则 

(1) o 可 分 解 为 不 相交 的 轮换 之 积 : 

o 一 Trewrio (2.4. 1) 
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若 不 计 因 子 的 次 序 , 则 分 解 式 是 唯一 的 .此 处 的 “不 相交 ? 指 的 是 任 
何 两 个 轮换 中 无 相同 元 素 。 

(2) o(o) 王 [GO 的 最 小 公 倍 数 ), 其 中 心 是 
六 的 长 度 。 

我 们 先 看 一 个 例子 , 设 

,|1234567) 

(3752164/" 

可 从 任意 一 个 元 素 开始 ,逐个 写 出 轮换 : 

os = (135)(274)(6), 
其 中 6 称 为 o 的 不 动 点 ,可 略 去 ,o 可 表 为 

o= (135) (274)， 
是 两 个 不 相交 的 轮换 之 积 ,因为 这 两 个 轮换 不 相交 ,次 序 可 以 
任意 。 

下 面 我 们 来 证 明定 理 1 。 

证 首先 证 分 解 式 的 存在 性 :从 {1,2,…,n} 中 任 选 一 个 数 作 
为 ,依次 求 出 0(i1) 二 i2,0(is) 二 i;,… 直 至 这 个 序列 中 第 一 次 出 
现 重复 ,这 个 第 一 次 重复 的 数 必然 是 1, 即 存在 i 使 obi ) 一 六 , 否 
则 如 果 第 一 次 重复 出 现在 c(i)=i (1<4<4), 则 同时 有 
0(i-1) 二 i 且 训 -1 闫 i ,与 是 双 射 矛盾 。 于 是 得 到 轮换 一 = (i， 
io，" si)。 然 后 再 取 放 攻 { 如 ，,… si), 重复 以 上 过 程 可 得 x,=(j， 
厂 ,… ,所 ), 且 由 映射 定义 知 7 与 7 无 公共 元 素 。 如 此 下 去 ,直至 
每 一 个 元 素 都 在 某 一 个 轮换 中 ,因而 得 到 分 解 式 (2.4.1)。 

再 证 分 解 式 (2. 4. 1) 的 唯一 性 :首先 可 把 分 解 式 (2. 4. 1) 
中 1- 轮换 (长 度 为 上 的 轮换 称 为 和 轮换 ) 去 掉 , 它 们 对 应 o 的 不 动 
点 ,是 由 o 唯一 确定 ,因而 在 分 解 式 (2. 4. 1) 中 的 元 素 都 是 动 点 。 假 
如 oa 有 两 个 分 解 式 使 某 个 i 在 不 同 的 轮换 中 , 则 存在 使 co(&) 有 
两 个 不 同 的 像 ,与 是 映射 矛盾 。 

最 后 求 “ 的 阶 : 设 o(o)==d, 由 于 ;之 间 不 相交 ,of 二 rf…rf 二 
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了, 必 有 7 二 1 Gi 二 1,2,…,k)。 所 以 Ld (i 二 1,2,…,k), 因而 4d 
是 如 ,…,li 的 公 倍数 ,又 由 阶 的 定义 , 知 4 是 44,…,l 的 最 小 公 
倍数 。 [| 

式 (2.4. 1) 称 为 置换 的 标准 轮换 分 解 式 。 

2” 置换 的 对 换 分 解 

长 度 为 2 的 轮换 称 为 对 换 , 例 如 却 二 (12) ,rt 二 (23) 等 。 

一 个 置换 还 可 分 解 为 对 换 之 积 , 这 些 对 换 一 般 来 说 不 再 是 不 
相交 了 。 并 且 分 解 形式 不 唯一 。 

定理 2 任何 一 个 置换 o 可 分 解 为 对 换 之 积 : 

0 = MA (2. 4. 2) 

其 中 (i 二 1,2,…，,s) 是 对 换 。 且 对 换 的 个 数 * 的 奇偶 性 由 o 唯一 
确定 ,与 分 解 方 法 无 关 。 

证 先 证 对 换 分 解 (2. 4. 2) 的 存在 性 :我 们 可 把 任意 一 个 轮换 
用 如 下 方法 表 为 对 换 之 积 : 

glia i) = Hi) i) iis), 

而 每 一 个 置换 可 表 为 轮换 之 积 , 因 而 也 可 表 为 对 换 之 积 。 显 然 分 解 
式 (2. 4. 2) 不 是 唯一 的 。 

再 证 分 解 式 (2. 4.2) 中 对 换个 数 * 的 奇偶 性 的 唯一 性 : 设 o 的 
轮换 分 解 式 为 (2.4. 1) ,定义 


k 
N(D) = DU — (2. 4. 3) 
i=1 


对 单位 置换 1,N(1) 二 0。 下 面 我 们 证 明 s 的 奇偶 性 与 N(o) 的 奇偶 
相同 , 即 ;二 N(o) (mod 2), 而 N(o) 是 唯一 确定 的 。 
我 们 可 以 证 明 以 下 事实 :; 设 (a,5) 为 任 一 对 换 , 当 a 和 4 在 a 
的 不 同 轮换 中 (包括 1- 轮 换 ) 时 ,通过 置换 运算 ,可 得 N((a,6)o) 
二 N(o) 十 1( 请 读者 自己 动手 做 一 下 )。 当 a,6 在 o 的 同一 轮换 中 
时 ,可 得 N((a,b)o) 二 N(o) 一 1。 因 而 对 任何 情况 均 有 
N((a,b)o) = N(o) + 1 (mod 2)。 


由 于 xx …rzria 一 co io 一 (1), 因 而 得 到 Nm…rzric) 和 NGc) 十 5 一 
0, 所 以 有 N(o) 志 smod 2), 即 * 的 奇偶 性 由 o 唯一 确定 。 [| 
3” 置换 的 奇偶 性 
由 于 一 个 置换 o 分 解 为 对 换 乘 积 时 ,对 换个 数 * 的 奇偶 性 是 


唯一 确定 的 ,因此 可 用 s( 或 N(o)= 6 一 1)) 的 奇偶 性 来 规定 


0 的 奇偶 性 ; 当 对 换个 数 *( 或 N(o)) 是 侦 ( 奇 ) 数 时 ,6 称 为 偶 ( 奇 ) 
置换 。 例 如 ,长度 为 奇数 的 轮换 是 偶 置 换 ,长 度 为 偶数 的 轮换 是 奇 
置换 。 

两 个 置换 ci ,os 相 乘 时 ,乘积 的 奇偶 性 可 用 下 表 表 示 : 


| 人 奇 
偶 偶 奇 
奇 奇 偶 


n 次 对 称 群 S, 中 所 有 的 偶 置 换 构成 一 个 子 群 ,此 子 群 称 为 n 
次 交错 群 (alternating group), 记 作 4A,。 集 合 (a,5b)4, 中 每 个 置换 
都 是 奇 置换 ,由 此 可 证 |4,|=z!/2。 利 用 置换 乘积 的 奇偶 性 规律 
还 可 进一步 证 明 任何 一 个 置换 群 的 元 素 或 都 是 偶 置换 ,或 奇偶 置 
换 各 半 。 

4” 置换 的 类 型 

一 个 ?次 置换 ,如 果 = 的 标准 轮换 分 解 式 是 由 为 个 1- 轮 换 、 
个 2- 轮换 ………、 和 个 二 轮换 组 成 , 则 称 c 是 一 个 1%2%…n* 型 置 
换 ,其 中 1 胃 十 2 为 十 … 十 nx。 入 二 n。 例 如 ,在 Ss 中 (1 2 3) 是 一 
个 13! 型 置换 ,(12345) 是 一 个 51 型 置换 ,(12)(34) 是 一 个 122 型 
置换 。 

在 5S, 中 ,1%2%…n* 型 置换 的 个 数 为 

! 
(习题 2.7,7)。 
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下 面 再 看 几 个 例子 。 
例 1 二 面体 群 D, 是 一 个 n 次 置换 群 ,在 2.1 节 例 9 中 曾 将 
正 n 边 形 的 顶点 用 0,1,…,n 一 1 表示 ,今后 用 1,2,…,n 表示 , 则 
它 的 元 素 可 用 轮换 表示 为 : 
pi =(1 2 3 n), 
B= 2 9% n)', k=0,1,.. ,nO — 1, 
No =(2n)(3, 7 CO— 1)*, 
A 的 类 型 为 | 亏 】 型 ,其 中 4 二 (k,n) 。m 的 表达 式 与 的 奇偶 性 
有 关 。 当 n 为 奇数 时 ,zt 都 是 1 2 邱 :型 的 ; 当 为 偶数 时 ,x 有 两 
种 类 型 :1: 23-! 型 和 2 型 。 
下 面 我 们 讨论 三 维 空间 中 正 多 面体 保持 空间 位 置 不 变 的 旋 
转 ,每 一 个 旋转 对 应 其 顶点 集合 的 一 个 置换 ,两 个 置换 相 乘 就 是 一 
个 旋转 接着 另 一 个 旋转 ,一 个 旋转 的 逆 就 是 与 它 反 向 的 旋转 , 因 
此 ,所 有 旋转 构成 一 个 群 , 称 为 此 正 多 面体 的 旋转 群 ,可 用 一 个 置 
换 群 来 表示 。 
例 2 求 正方 体 的 旋转 群 
设 正 立方 体 的 顶点 集 为 {4,,A,,… ,As) (图 2.2)。 由 于 它 有 


图 2.2 
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且 仅 有 三 类 对 称 轴 : 第 一 类 是 通过 对 面 中 心 的 轴 ( 如 Li) 共有 3 
个 ,第 二 类 是 通过 对 顶点 的 轴 ( 如 过 4, 和 4; 的 轴 P,) ;第 三 类 是 
通过 对 边 中心 的 轴 ( 例 如 轴 Q,)。 按 这 三 类 轴 分 别 给 出 对 应 的 旋转 
变换 如 下 : 

单位 元 (1) 

绕 第 一 类 轴 的 旋转 : 

(1234) (5678), (13)(24)(57) (68) , (1432) (5876), 

(1265)(4378), (16)(25) (47)(38) , (1562) (4873), 
(1584)(2673),(18)(54)(27)(63), (1485) (2376)。 

绕 第 二 类 轴 的 旋转 : 

(245)(386), (254) (368), 

(136)(475), (163) (457), 

(247) (186), (274) (168), 

(138) (275), (183) (257)。 

绕 第 三 类 轴 的 旋转 : 

(12)(78) (35)(46), (14) (67)(35) (28), 

(15)(37) (28)(46), (23) (58) (17) (46), 

(26)(48)(17)(35),(34)(56)(17)(28) 。 

故 这 个 旋转 群 共有 24 个 元 素 。 

显然 正 多 面体 旋转 群 都 是 三 维 旋转 群 SO, 的 子 群 。 

三 维 空间 中 有 多 少 种 正 多 面体 ? 这 也 是 一 个 有 趣 的 问题 。 与 
平面 上 正 多 边 形 不 同 ,空间 中 的 正 多 面体 只 有 5 种 , 见 图 2. 3 和 表 
2.1, 它 们 是 正四 面体 (a), 正 六 面体 (6) ,正八 面体 (c), 正 十 二 面体 
(4d) 和 正二 十 面体 (e)。 要 证 明 这 一 点 需要 。 用 到 欧 拉 多 面体 公式 ; 
点 数 一 边 数 十 面 数 ==2, 读 者 用 已 有 的 知识 可 以 完成 证 明 。 
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(a) (6) (c) (d) (e) 


图 2.3 
表 2.1 正 多 面体 的 参数 
正 多 面体 项 点数 边 数 面 数 每 个 面 的 形状 与 每 个 点 相关 联 的 边 数 


正四 面体 4 6 4 三 角形 3 
立方 体 8 12 6 正方 形 3 
正八 面体 6 12 8 三 角形 4 
正 十 二 面体 ”20 30 12 正 五 边 形 3 
正二 十 面体 ”12 30 20 三 角形 5 


2. 凯 莱 (Cayley) 定理 


定理 3( 凯 菜 ) 任何 一 个 群 同 构 于 一 个 变换 群 , 任 何 一 个 有 
限 群 同 构 于 一 个 置换 群 。 

证 先 证 明定 理 的 前 半 部 分 :任何 一 个 群 同 构 于 一 个 变换 群 。 

设 G 是 任意 一 个 群 。 首 先 要 构造 一 个 变换 群 G' ,然后 证 明 
CC 。 

(1) 构造 一 个 变换 群 C' : 

任 取 aEG, 定 义 G 上 的 一 个 变换 f, 如 下 : 

f(z) =ar'Yy rEG, 

可 证 f, 是 一 个 可 道 变换 : 因 万 (z) 一 万 (zz) 一 azl 一 azz>TI 一 7 
所 以 f, 是 单 射 。Y 5EG, 取 z=a 0, 则 万 Czo) 一 axzo 一 0 所 以 太 
也 是 满 射 。 故 是 可 道 变换 。 

令 
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C = {fa€EG; fr) =aryVr€E0), 
可 直接 证 明 C 对 映射 复合 构成 群 :Y 万 , 放 ECG ,太太 Ge) 一 ap 一 
/uCce) 所 以 太太 = 庆 EG' ,封闭 性 成 立 。 单 位 元 为 三。 亡 一/ 
“(7 是 一 个 变换 群 。 
(2) 证 明 CG 兰 C' : 
作 映 射 g:a mm 大 (G 一 G')。 
由 于 gla) 二 qg(6)=>/,=f1 过 ar=bx 过 a 二 5, 所 以 9 是 单 射 , 显 
然 也 是 满 射 。 故 是 双 射 。 
Ya'ECGC,8(O) = ,= ff,= pa)gb), 
所 以 8g 是 G 到 G' 的 同 构 ,G 实 G6'。 
当 G 有 限时 ,G' 是 一 个 置换 群 ,从 而 可 得 定理 的 后 半 部 分 。 
加 
这 是 群 论 中 一 个 非常 重要 的 定理 , 它 的 证 明 要 点 是 在 G 的 基 
础 上 构造 一 个 G 的 变换 群 , 取 G' 为 C 上 的 所 有 线性 函数 f,(x) 二 
ax 所 构成 的 变换 群 ,然后 再 进一步 证 明 G 与 G' 同 构 。 用 这 种 方法 
可 对 任何 一 个 群 , 找 出 与 它 同 构 的 变换 群 或 置换 群 , 见 下 例 。 
例 3 Klein 四 元 群居 =({e,a,b,c), 找 出 一 个 置换 群 与 K 同 
构 。 由 定理 3 的 证 明 过 程 知 置换 群 G'= {flg€K,f,(x)=gz， 
Y xEK}) 与 K 是 同 构 的 ,G' 的 各 元 素 如 下 : 


eabc) 
.=[ d=, 
be 
太一 | es 
aecb 
b 
fs= a = (eb) (ac), 
beea 
eabrc 
f.=| “= (Oeb, 
cha 


用 (1,2,3,4}) 代 替 {e,a,b,c}), 则 
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K 2 {1),(12) 034),(13)(24), (14)(23)}, 

用 这 种 方法 可 表 出 与 任何 一 个 群 同 构 的 变换 群 或 置换 群 。 

例 4 证 明 S,==((12),(13),…,(1n))。 

这 是 一 个 很 典型 的 例子 , 它 表 出 了 5, 的 生成 元 集 的 一 种 
情况 。 

证 显然 ((12),(13),…,(lz))SS,, 反 之 ,只 需 证 明 Y ce 
Sa 可 表 为 某 些 (1i) ,2 志 i<n 的 乘积 。 

首先 ,由 定理 2,c 可 表 为 对 换 之 积 : 

一 (Uj) (22) "(i,j,) 

然后 ,我 们 可 将 每 一 个 对 换 用 (1 让 来 表示 : 设 (i)),i 关 1,j 关 1， 
为 o 的 表达 式 中 任 一 对 换 , 易 见 (j) = 二 (17) (17) (17) ,所 以 a 可 表 
示 为 某 些 (17) ,2<i<n 的 乘积 。 得 证 。 


习题 2.4 


1 设 co 一 (zzz 为 任 一 个 姑 次 置换 ,证 明 rr 
(rl11) ,Tt(12) ,0 ,TL )) 

2. 证 明 |4,| 二 n!/2。 
3， 证 明 任 何 一 个 置换 群 的 元 素 或 全 部 是 偶 置 换 , 或 奇偶 置 
换 各 半 。 

4. 证明 

S, 一 ((12),(123…z) )。 
5. 证 明 
A, = ((123),(124),*, (12n))。 

6.、 求 出 正四 面体 的 旋转 群 。 

7. 证 明正 立方 体 旋转 群 同 构 于 5S,。 

8. 确定 5, 中 长 度 为 ”的 轮换 个 数 。 
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2.5 子 群 的 陪 集 和 拉 格 朗 日 定理 


群 内 的 子 群 反映 了 群 的 结构 与 性 质 ,因此 我 们 需要 进一步 研 
究 有 关 群 内 子 群 的 性 质 。 


1. 子 群 的 陪 集 


定义 1 设 (G,，*) 是 一 个 群 ,HG,a€EG, 则 a 万 称 为 条 
的 一 个 左 陪 集 (left coset), 太 .a 称 为 H 的 一 个 右 陪 集 (right 
coset ) 。 
当 C 是 可 换 群 时 , 子 群 妃 的 左 . 右 陪 集 是 相等 的 。 
例 1 G=(Z, 二 ), 且 = {kmlkEZ}),H 是 G 的 子 群 ,因为 G 
是 可 换 群 ,H 的 左 \ 右 陪 集 相 等 ,它们 是 
0+H=H= {kmlk € 7}, 
1+H={1+hmlk €2}, 


m—1+H={m—1+kmlk € 2Z}., 
每 一 个 陪 集 正好 与 一 个 同 余 类 对 应 。 
例 2 设 S; 中 子 群 恕 ={(1),(12)), 则 石 的 左 陪 集 有 
(1) H=(12H=H, 
(QW)H=(123)H={(13), (123)}, 
(23)H=(132)H={(23), (132)}。 
HH 的 右 陪 集 有 
H(D)=H(U2)=H, 
HUQ13)=H(132)={(13),(132)}, 
H(23)=H(123)={(23), (123)}。 
由 例 2 可 见 ,一 个 陪 集 的 表示 形式 不 唯一 ,例如 陪 集 (1 3) 厂 
与 (1 2 3)H 是 相同 的 。 一 般 来 说 , 陪 集 aH 称 为 以 a 为 代表 元 的 
. ?2 . 


陪 集 , 同 一 个 陪 集 可 以 有 不 同 的 代表 元 。 

不 难 证 明 , 有 关 陪 集 有 以 下 性 质 : 

(1)aH=HEOaEH., 

(2) 5EaHSaH==bH .这 说 明 陪 集中 任何 一 个 元 素 都 可 作为 
代表 元 。 

(3) 两 个 陪 集 相等 的 条 件 : 

aH=bHEa ‘bEH,(Ha= HbeSba '€E H), 

(4) 对 任何 a,b5EG 有 aH=bH 或 aHNbH=。 
因而 矿 的 所 有 左 陪 集 的 集合 {aHia€ G} 构 成 G 的 一 个 划分 。 

这 是 因为 如 果 aHN6bH 关 如 , 则 存在 z€EaHN 人 nbH, 于 是 x= 
ahh 二 bhs, 得 a-'b 二 hhz'€E 厂 ,由 性 质 (3) 得 aH=6b 态 ,又 因 任 何 一 
个 元 素 a 均 可 作 陪 集 aH, 因 而 G== UaH, 所 以 {aHla€EG} 是 G 
的 一 个 划分 。 

(5) 由 划分 与 等 价 关 系 的 对 应 (1. 3 节 定 理 1) , 子 群 鼠 在 C 
中 可 确定 两 个 等 价 关 系 : 

~i:sa~iwbSa LEH, 

~r:a~rbSOba GE 万 ， 
相应 的 商 集 为 

G/~1 二 {aHla€G), 或 记 作 (G/H),; 

G/~~k 二 {Hala€G} ,或 记 作 (G/H)n。 


b 
例 3 六 c-GPGR) .8=- 人 9] avbcydER,ad 一 如 一 
C 


1 ,由 于 8 五 一 5 有 egiigsE Hdetg 一 detgs, 即 两 个 箱 阵 只 要 
它们 的 行列 式 相等 ,它们 的 左 辽 集 相同 .因而 在 行列 式 相同 的 秆 了 
中 ,可 取 一 个 最 简单 的 拭 阵 ,例如 , 取 | ” “| ,r 关 0 作为 代表 元 ,于 
是 如 的 全 部 左 陪 集 为 
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相应 的 商 集 为 


本 手记 者 | y 
Cs | josa | 
这 里 用 记号 (G/ 吾 )1 表示 G 对 五 的 全 部 左 陪 集 的 集合 ,类 似 
可 写 出 全 部 右 陪 集 的 集合 (G/ZD)x。 


2. 子 群 的 指数 和 拉 格 朗 日 定理 


子 群 妃 的 左右 陪 集 ae 妃 和 Ha 在 一 般 情况 下 并 不 一 定 相 
等 ,如 例 2 中 (1 3)H 关 及 (1 3)。 但 在 左 陪 集 的 集合 {aH laEG} 与 
右 陪 集 的 集合 {Hala€ G}) 之 间 可 建立 一 一 对 应 关系 。 

定理 1 设 G 是 群 ,HS<G,S,={aHla€G},Sr= {Hala€ 
G), 则 存在 S 到 Sx 的 双 射 。 

证 作 S 到 Sa 的 一 个 对 应 关系 

gp:aH ~ Ha ‘(S/Sr) 
由 于 陪 集 的 表示 形式 不 唯一 ,因而 必须 验证 对 应 关系 是 否 是 映射 ， 
然后 再 证 明 它 是 双 射 。 


因为 aH 一 aq 万 人 afia € HEOHai! = Hai', 
所 以 g 是 映射 且 是 单 射 。 又 Y Ha€ Sx, 取 a 'HESi, 则 g(a-'H) 
二 Ha, 所 以 4 也 是 满 射 。 国 


这 就 是 说 集合 5 与 Se 是 等 势 的 , 当 它 们 是 有 限 集合 时 , 左 陪 
集 的 个 数 与 右 陪 集 的 个 数 相等 :1Si|=|Sx|, 称 为 H 在 G 中 的 
指数 。 
定义 2 设 G 是 群 ,HSG,H 在 G 中 的 左 ( 右 ) 陪 集 个 数 称 为 
五 在 G 中 的 指数 (index), 记 作 [G : H]。 
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当 G 是 有 限 群 时 , 则 子 群 的 阶 数 与 指数 也 都 是 有 限 的 ,它们 
有 以 下 关系 : 
定理 2( 拉 格 朗 日 (Lagrange)) 设 G 是 有 限 群 ,HG, 则 
IG| = IHI[LG : HJ 


证 设 [G : HJ]=m, 于 是 存在 4anEG 使 G=UaiH 且 
aiHNajH 二 多 (7 而 每 一 个 陪 集 的 元 素 个 数 均 为 la 五 |= 
IH|, 所 以 |G| = Danl = mH = IHI[G: H]. 图 


由 拉 格 朗 日 定理 立即 可 得 如 下 推论 : 

(1) 设 G 是 有 限 群 ,HQG, 则 |H1|1G|。 

(2) 当 |1G1|<<~% 时 ,对 任何 a€EG 有 ola)|1G|。 

(3) 车 1G1=p( 素 数 ), 则 G=C,(zp 阶 循环 群 ), 即 素数 阶 群 必 
为 循环 群 。 

(1) 与 (2) 可 直接 由 拉 格 朗 日 定理 推 得 。 下 面 证 明 (3); 

任 取 a€G 且 a 关 e, 由 (2),o(a)|1G| 一 如 ,又 由 o(e) 之 1, 故 
ol(a)=p, 所 以 G= (a)。 

关于 群 中 两 个 有 限 子 群 的 乘积 的 元 素 个 数 有 以 下 定理 。 

定理 3 设 G 是 群 ,4,B 是 G 的 两 个 有 限 子 群 , 则 有 


141181 
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证 设 D=4N 站 mB, 则 D<4,4= YaD, 又 AB= UaB, 令 
Si= {aBla € A},S,= {aDla € A}, 
作 S, 到 5, 的 对 应 关系 :aB aD, 因 为 
aB=aBoOala €E BOarias€E A NM BSaD = aD, 
所 以 f 是 S, 到 S: 的 映射 且 是 单 射 。 显 然 也 是 满 射 。 故 有 


lsl=lsl=-[4: 0 二. 


148| = 
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所 以 1481=1s1aI=L 人 各- 避 H 叶 . 加 


我 们 可 利用 拉 格 朗 日 定理 来 确定 一 个 群 内 可 能 存在 的 子 群 、 
元 素 的 阶 等 ,从 而 搞 清 一 个 群 的 结构 。 以 前 我 们 在 确定 一 个 群 内 的 
子 群 时 ,主要 利用 元 素 的 生成 子 群 。 有 了 拉 格 朗 日 定理 , 则 首先 可 
由 1G1 的 因子 来 确定 可 能 存在 的 子 群 的 阶 数 或 元 素 的 阶 数 ,然后 
根据 子 群 的 阶 数 来 寻找 子 群 。 例 如 二 面体 群 D, 的 子 群 ,由 于 |D,| 
二 2n, 因 而 D, 的 子 群 的 阶 数 只 可 能 是 d(d1n) 和 24d(4d1n), 可 根据 
阶 数 分 别 找 出 对 应 的 子 群 。 这 样 再 去 做 2. 3 节 的 例 4 可 以 更 加 清 
晰 一 些 。 

例 4 确定 5; 中 的 所 有 子 群 。 

解 ” 因 |S;|=6, 除 平凡 子 群 外 ,S, 中 只 可 能 有 2 阶 或 3 阶 子 
群 ,又 因 2 与 3 都 是 素数 ,因而 它们 都 是 循环 子 群 ,由 2 阶 元 和 3 
阶 元 生成 。 故 5, 中 全 部 子 群 为 : Hi 一 1, 刀 :一 ((12)》 妃 :一 
(13)),H,=((23)), Hs=((123)),H,=5,。 

利用 “元 素 的 阶 是 群 的 阶 的 因子 ”这 一 性 质 ,可 以 确定 一 些 低 
阶 群 的 结构 。 

例 5 确定 所 有 可 能 的 4 阶 群 。 

解 ” 因 为 元 素 的 阶 数 是 群 的 阶 的 因子 , 故 可 分 以 下 几 种 情形 
讨论 ， 

(1) G 中 存在 4 阶 元 , 则 G=C,。 

(2) G 中 无 4 阶 元 , 则 除 单位 元 外 均 为 2 阶 元 ,G 是 可 换 群 。 
可 设 G= te,a,b,c},o(a)=o(0)=o(c) 一 2。 因 ab 关 e 或 a 或 5, 所 
以 ap 一 c, 类 似 有 ba=c,pc 一 cb 一 ayac 一 ca 一 0 所 以 G 王 Klein 四 
元 群 。 

故 4 阶 群 只 有 两 种 可 能 :4 阶 循环 群 或 Klein 四 元 群 。 
习题 2.5 


1， 设 已 是 群 G 的 子 群 ,a,5EG, 证 明 以 下 命题 等 价 : 
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(1) a WEH., 

(2) bEaH, 

(3) aH =6H, 

(4) aH NbH#L 

2. 设 G 是 5 位 二 进 制 码 词 群 ( 见 2.1 节 例 3) ,已 =100000， 
10101,01011,11110} 是 G 的 一 个 子 群 , 写 出 五 在 G 中 的 诸 陪 集 
的 元 素 。 

3. 确定 4, 的 全 部 子 群 。 

4. 4,B 是 群 G 的 有 限 子 群 , 且 (|4|,|18B|)=1, 则 
i4B|=|411B|。 

5.， 设 A,B 是 G 的 子 群 ,C=(4UB) 是 由 AUB 生成 的 子 
群 ,证 明 [C : 4]>LB :4nB]。 

6.， 设 4<G,B<G, 若 存在 g,hEG 使 Ag 二 Bh, 则 4A=B。 

7， 设 AB<G, 证 明 [G : 4]=[G : BJ[B: A]。 


2.6 正规 子 群 和 商 群 


正规 子 群 对 刻画 群 的 性 质 有 十 分 重要 的 作用 ,下 面 给 出 它 的 
定义 和 有 关 性 质 。 


1. 正规 子 群 的 概念 


定义 1 设 G 是 群 ,HS<G, 若 Y gE€G 有 
gH= Hg, 

则 称 鼠 是 C 的 正规 子 群 (normal subgroup) 或 不 变 子 群 . 并 记 作 : 
HAG., 

由 定义 可 见 ,任何 群 都 有 两 个 平凡 的 正规 子 群 :{e} 和 G 本 
身 。 如 果 G 是 可 换 群 , 则 G 的 任何 子 群 都 是 正规 子 群 。 

例 1 指数 为 2 的 子 群 必 是 正规 子 群 。 
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证 设 G 是 群 ,HG 且 [G: 7 人 门 =2, 取 aECNT, 则 a 刀 站 
= ,G 一 HUaH==HU Ha. 由 陪 集 性 质 得 aH=G\H = Ha.、 
氛 HAG, 

由 例 1 可 知 :A, 4 5,,C. 4 D,。 


例 2 设 
r s] 
| 
seQ), 


二 二 
n=-{| | 
0 12 i 


G 对 矩阵 乘法 构成 群 ,HH 是 G 的 子 群 ,我 们 来 看 及 是 否 是 G 的 正 
规 子 群 。 


rs€ Qwrz0), 


任 取 一 个 元 素 
Peg “Jeo, 
Lio 1 
a r ratt 
sr- 人 ] so|， 
ts ee 


显然 有 gHSCHg。 反 之 ,对 ss 十 t, 由 r 天 0, 取 一 rs ,得 rs 十 t 
一 5 十 i, 故 HgCgH。 
所 以 gH=Hg,H 4 G。 
用 定义 来 判断 一 个 子 群 是 否 是 正规 子 群 并 不 总 是 方便 的 ,下 
面 给 出 正规 子 群 的 一 些 性 质 ,使 我 们 有 更 多 的 判断 方法 。 


2. 正规 子 群 的 性 质 


首先 介绍 与 正规 子 群 定义 等 价 的 若干 命题 。 


定理 1 设 妃 是 CG 的 子 群 , 则 以 下 几 个 命题 是 互相 等 价 的 : 
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(1) 对 任何 a€EG, 有 aH=Ha。 

(2) Y a€EG,Y hEH, 有 aha 'EH., 

(3)Ya€EG, 有 aHa 'SEH.。 

(4)Y a€G, 有 aHa 一 已 。 

证 (1) 一 (2): Ya€EG1V hE€EH, 有 ah€E Ha>ah=ha=> 
aha '=hEH, 

(2) => (3); aha i€EH = aHa'EH., 

(3) 过 (4): 由 VY a€EG, 有 aHa-'CSH, 因 而 也 有 a 'H(a ') 
CE 昌 , 即 a-'HaCH, 故 Y hEH, 有 a 'ha= 二 ,所 以 h=ahia GE 
aHa ,得 HCaHa ', 故 aHa '=H。 

(4) = (1): aHa“'=H > (aHa“')a=Ha > aH= Ha,。 

国 

由 定理 1, 当 我 们 要 检验 一 个 子 群 是 否 是 正规 子 群 时 ,可 用 4 
个 条 件 之 中 的 任何 一 个 。 通 常用 条 件 (2) 比 较 方便 ,因为 它 指出 元 
素 的 性 质 , 比 证 明 两 个 集合 相等 要 简单 一 些 。 例 如 前 面 例 2 中 的 
已 ,可 用 以 下 方法 判断 : 

任 取 


所 以 HAG. 

例 3 设 K,={01),(1 2)(34),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}, 
证 明 K, 4 S,。 

证 由 于 5, 是 有 限 群 ,原则 上 用 定理 1 中 任何 一 个 条 件 均 不 
难 判 断 。 为 简单 起 见 , 仍 用 条 件 (2)。 前 面 已 经 证 明 过 (习题 
2.4,1): 
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由 习题 2. 4,1 当 y 一 (ii ia)yryr :一 (rGn)vr(i)， 
rt(i)) 仍 是 一 个 长 度 相 同 的 轮换 ,因而 当 o 的 轮换 分 解 式 为 o= 
X17,…Y, 时 ,有 

zor-1 = (TY (Tr) (Yr), 
因而 o 与 ror ' 的 类 型 相同 。 

VY rES410EK, 当 o=(1) 时 ,显然 有 tor :一 (1)EK。 当 天 
(1) 时 ,rcr 一 仍 为 2 型 置换 ,而 S, 中 所 有 2? 型 置换 全 在 K, 中 , 故 

rar '€EK,, 所 以 K, 4 G, 

正规 子 群 还 有 以 下 性 质 : 

(1) 设 44G,BG, 则 ANB 4 G,4B 4G。 

证 VYg€EG,c€EANB,gcg '€E A,gcg 'EB, 所 以 gcg '€E 
ANB, 故 ANB4G。 

先 证 4B 全 G: 由 于 4 为 正规 子 群 , 故 有 4B==BA, 由 2.2 节 
的 子 群 性 质 (4) 知 A4B<G。 

再 证 4B 4 G:Vg€G,ab€E AB, 有 gabg '= (wag!) 
(gbg ')=aib € AB, 所 以 AB 4 6. 

(2) 设 A 4G,B<G, 则 ANB 4 B,AB<G。 此 性 质 的 证 明 
留 作 习 题 。 

(3) 设 AG,B GH 有 ANB={e), 则 Y a€E A,b6EB, 有 ab 
一 ba。 

证 Va€ 4,bE B, 考 虑 元 素 aba-'b ', 一 方面 aba-'b 一 
(aba™1)b-1E€ B, 另 一 方面 aba 6b 1 二 a (ba -16-1)E€ 4, 所 以 
aba ib'EANB, 得 aba-'b-'==e, 即 ab 二 ba。 

群 G 中 形式 为 cba 20 的 元 素 称 为 a,b 的 换 位 子 , 由 G 中 所 
有 的 换 位 子 生成 的 子 群 称 为 换 位 子 群 , 它 具有 一 些 性 质 , 详 见 本 节 
习题 。 
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3. 商 群 


设 妃 gg G, 则 G 关于 瑟 的 左 陪 集 的 集合 与 G 关 于 五 的 右 陪 

集 的 集合 相等 , 称 为 G 关于 瑟 的 陪 集 集合 , 记 作 G/ 瓦 , 即 
G/H= {aHla€ G}= {Hala € G}, 
定义 由 五 决定 的 G 中 元 素 之 间 的 等 价 关 系 一 "为 
a~nb Oa ‘bEH, 
有 时 用 同 余 记号 表示 : 
a bEHOa=b (mod H), 

每 一 个 陪 集 记 作 4 二 a , 称 为 模 矿 的 一 个 同 余 类 。 因 而 G/H 又 
可 表 为 G/H={ala€G}。 

下 面 我 们 证 明 G/H 关于 子 集 乘法 构成 群 。 

定理 2 设 矿 4G, 则 G/H 对 子 集 乘法 构成 群 。 

证 G/H={aHla€G}， 
首先 要 证 明子 集 乘法 是 G/H 中 的 一 个 二 元 运算 :Y aH,bH € 
C/ 妃 ,由 于 子 集 乘法 满足 结合 律 及 已 是 正规 子 群 ,可 得 aH *bH 
=((a}H)((b}H)= {a} (H{6}))H= (a(Hb)H= (abH)H= 
abH EG/ 有 HH。 所 以 子 集 乘法 在 G/ 有 H 中 封闭 。 再 证 唯一 性 :a1H = 
aH,bH=bH > aHbH=asHbsH > ab1H=azbysH。 所 以 子 
集 乘法 是 G/H 中 的 一 个 二 元 运算 。 

G/HH 中 有 单位 元 H:Y aHEG/H,aH、* H=H*aH=aH, 
V aHEG/H 有 逆 元 a 'H。 

综 上 ,C/ 瓦 关于 子 集 乘法 构成 群 。 加 

定义 2 设 矿 4 G, 则 G/ 理 关于 子 集 乘 法 构成 的 群 称 为 G 
关于 五 的 商 群 (quotient group)。 

正确 理解 商 群 的 概念 和 掌握 它 的 表示 方法 与 运算 特点 ,是 党 
握 群 论 的 关键 之 一 。 

例 4 (Z, 十 ) 中 厂 ,=(m) 是 正规 子 群 ,Z 关于 已 。 的 商 群 为 
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Z/H, =Z/(m) = {k++ (m) lk € 2} 
={0,1. m1}, 
即 为 整数 模 m 的 同 余 类 群 。 
一 般 来 说 ,G/H 也 称 为 G 模 H 的 同 余 类 群 。 
下 面 再 看 例 2 中 的 商 群 G/H ,由 商 群 的 定义 ,可 表 为 
C/ = (gHlg € G}。 
我 们 把 陪 集 的 代表 元 选择 得 尽量 简单 ,由 于 
giH=gH Og 'g:EH SO |g|= 1g:| (行列 式 )， 
而 G 中 行列 式 相同 的 元 素 中 最 简单 的 元 素 为 
[7°] 
bons 
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下 面 利用 商 群 来 证 明 有 限 可 换 群 中 的 一 个 性 质 。 


所 以 


定理 3 设 G 是 有 限 可 换 群 ,p 为 素数 , 且 p11G1, 则 G 中 有 


思 阶 元 。 
证 对 |G1 作 归纳 法 。 


1G1=p, 显 然 成 立 。 下 设 1G1=n 二 p, 并 假设 命题 对 1G | 二 n 


及 p11G1| 成 立 , 要 证 对 |G|=n 及 pln 亦 成 立 。 


任 取 a€EG, 设 ola)=k>1, 若 plk, 则 a** 就 是 p 阶 元 。 若 
P+ 和 令 =(a), 则 太 4 G, 商 群 G/H=G', 满 足 |G'|== 先 之 n 


和 pl1G'|。 由 归纳 假设 ,G' 中 存在 p 阶 元 cE€G':06(c)==p, 即 
(cH)* 二 HH, 于 是 有 cEH 和 c*==e, 即 (c)*=e, 可 证 c 头 e; 否 则 
由 c=e 可 得 c=e 及 pjk, 蔬 盾 。 所 以 c* 就 是 G 中 的 p 阶 元 。 


最 后 我 们 给 出 单 群 的 概念 。 
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4. 单 群 


定义 3 车 G 关 {e},G 中 除 {e} 和 G 本 身 外 ,无 其 它 的 正规 子 
群 , 则 称 G 是 单 群 (simple group)。 

例如 , 当 p 是 素数 时 , (2Z,, 十 ) 就 是 单 群 ,而 且 可 以 证 明 , 在 可 
换 群 中 ,只 有 它们 是 单 群 。 在 非 可 换 群 中 寻找 单 群 ,曾经 是 群 论 中 
的 一 个 热门 课题 , 现 已 得 到 圆满 解决 。 例如 4,(" 之 5) 就 是 单 群 ,将 
在 下 一 节 中 证 明 。SO; 也 是 单 群 ,其 证 明 比 较 复杂 。 


习题 2.6 


1 设 AdG,B4G, 则 ANB 4G,AB G6。 

2. 设 A4G,B<G, 则 ANB 4 B,AB<G。 

3. 设 刀 是 G 的 子 群 , 若 G 关 于 五 的 左 陪 集 集合 对 子 集 乘 
法 构成 群 , 则 如是 G 的 正规 子 群 。 

4. 证 明 四 元 数 群 ( 见 2. 1 节 习 题 2) 的 每 一 个 子 群 都 是 正规 
子 群 。 

5s， A,B<G,C=(AUB),B 4 C, 则 C=AB。 

6. G 是 群 ,a,bEG,aw 二 aba-'b-!' 称 为 G 中 的 一 个 换 位 子 ， 
证 明 

(1) G 的 一 切 有 限 个 换 位 子 的 乘积 构成 的 集合 是 G 的 一 
个 正规 子 群 。 

(2) G/K 是 可 换 群 。 

(3) 若 N 4 G, 且 G/N 可 换 , 则 NK。 

7. ”证 明 一 个 可 换 群 如 果 是 单 群 , 则 它 必 是 素数 阶 循环 群 。 

8. 4, 是 否 是 单 群 ? 

9". 设 C 是 2n 阶 群 , 且 ” 是 奇数 , 则 G 有 指数 为 2 的 正规 
子 群 。 
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2.7 共 轿 元 和 共 思 子 群 


这 一 节 我 们 继续 研究 群 内 一 些 特殊 类 型 的 元 素 和 子 群 。 
1 中心 和 中 心 化 子 


设 G 是 一 个 群 ,和 G 中 所 有 元 素 都 可 交换 的 元 素 构成 的 集合 
称 为 群 的 中 心 , 记 作 C(G) 或 C, 即 
CC)={(alaEGVzEG 有 azr=xza)， 
显然 EC(C), 故 C(C) 是 G 的 一 个 非 空子 集 。 又 因 Y a,bEC(G) 
有 ab 7z=xzab ab EC(G), 故 C(G) 是 G 的 一 个 子 群 .同时 ,很 
易 看 出 C(G) 是 G 的 正规 子 群 。 
设 4 是 群 G 的 一 个 非 空子 集 ,G 中 和 4 的 所 有 元 素 均 可 交换 
的 元 素 构 成 的 集合 , 记 作 Ce(4) 即 
Ce(4) = {glg €E G,Ya€ A 有 ag = ga}, 
你 为 4 在 G 中 的 中 心 化 子 (centerlizer)。 易 证 Ce(A4)<G 上 且 CCG) 
全 Co(A)。 当 4={a} 时 , 它 的 中 心 化 子 记 作 Cela) 或 Cla), 即 
Cela) = {glg € Gag = ga}, 
称 为 元 素 a 在 G 中 的 中 心 化 子 。 由 定义 可 以 看 出 :ha) 志 Ce(a), 当 
aEC 时 ,Ce(a)=G。 下 面 看 几 个 例子 。 


例 1 设 G= 人 5] 
法 构成 的 群 。 


人 


求 C(G),Ce(H) ,Ce(Cg)。 
解 回忆 在 线性 代数 中 曾经 做 过 这 样 的 习题 :证 明 与 任何 矩 


阵 均 可 交换 的 抢 阵 为 数量 矩阵 。 我 们 可 对 整数 元 素 的 可 道 矩 阵 重 
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1 


ab,cyrdEZ,|ad 一 pc =1 | 是 对 矩阵 乘 


新 证 明 此 结论 。 又 因 G 中 的 元 素 的 行列 式 的 绝对 值 为 1, 故 有 


co = (bl -小 
利用 待定 系数 法 可 确定 
. 


CoH)= 伦 引 | 三 证 1wez)|, 


cw = | i lil le 人 
例 2 求 5; 中 元 素 4a==(12) 的 中 心 化 子 。: 


解 因为 a 与 5; 中 的 元 素 除 e 和 a 本身 以 外 ,都 不 能 交换 ， 
故 Cla)={e,a}。 


2 共 辆 元 和 共 辆 类 


设 G 是 群 ,a,pECG, 若 存在 gEG 使 gag 一 = 和 则 称 a 与 4 共 
二 (conjugate)。 

很 容易 验证 群 中 元 素 之 间 的 共 孝 关系 是 一 种 等 价 关 系 , 每 一 
个 等 价 类 称 为 一 个 共 二 类 , 记 作 K,= {gag '|g€G)。 

由 等 价 关 系 的 性 质 ,一 个 群 内 所 有 的 共 生 类 构成 群 的 一 个 
划分 。 

现在 来 分 析 , 中 心 内 元 素 共 生 类 的 特点 。. 若 saEC(G), 则 天 .= 
{gag '|g€G)=={a}。 因 而 a€ECCG) 的 充分 必要 条 件 是 a 所 在 的 
共 罗 类 只 含 a 本 身 一 个 元 素 ,因而 G 可 表 为 

G=CUCUK.)， 
其 中 式 避 是 对 非 中 心 内 的 共 轰 类 代表 元 求 并 。 当 1G1<<<c 时 
则 有 
lIGl= Cl+ ZlK.t, (2.7.1) 
其 中 和 式 是 对 非 中 心 内 的 共 堪 类 代表 元 求 和 。 
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那么 ,每 一 个 共 轿 类 中 的 元 素 个 数 有 什么 规律 呢 ? 对 于 中 心中 
的 元 素 , 每 个 元 素 自 成 一 个 共 示 类 ,因而 这 些 共 示 类 的 元 素 个 数 为 
1, 因 此 主要 需要 解决 非 中 心 元 素 所 在 的 共 轿 类 的 元 素 个 数 问题 。 

定理 1 设 G 是 群 ,a€G,K.={gag 'lg€G}, 且 |K,.|<<%o， 
则 有 

IK,| = [G : Ce(a)]。 
证 记 C(a)=Cola), 令 
S= {gC(a)lg € G}, 
是 C(a) 在 G 中 的 左 陪 集 集合 。 

作对 应 关系 o:gag ' gCla) (Ks>5)， 

由 于 gagi'=gzagi' 仿 gi'gia=ag7 lg gilgI EC(a) © 
gC(a) 二 gzC(a), 所 以 o 是 一 个 K。 到 5S 的 映射 , 且 是 单 射 ,显然 o 
也 是 满 射 。 

所 以 IK,|=1S1=[G : C(a)]。 图 

由 定理 1 和 式 (2. 7. 1) 立 即 可 得 以 下 定理 。 

定理 2 设 G 是 有 限 群 ,C 是 G 的 中 心 , 则 有 

IG1 = IC| + BD)[G: co)]。 C2 2 
ak&C 


其 中 和 式 是 对 非 中 心 内 的 共 堪 类 的 代表 元 求 和 。 此 方程 称 为 类 方 
程 或 群 方程 。 

定理 2 在 分 析 有 限 群 的 结构 时 经 常 要 用 到 。 由 正规 子 群 的 性 
质 ,可 得 它 与 共 驾 类 的 关系 : 若 媚 人 G 和 ae 五 , 则 天 .ES 媚 , 即 正 
规 子 群 中 的 任何 一 个 元 素 的 共 轰 类 整个 都 在 此 正规 子 群 中 ,反之 ， 
正规 子 群 是 由 一 些 共 轿 类 的 并 组 成 的 。 这 就 为 确定 正规 子 群 提供 
另 一 个 方法 :首先 求 出 G 中 的 所 有 共 轿 类 ,由 共 示 类 的 并 构成 的 
子 群 都 是 正规 子 群 。 可 用 此 方法 来 解 习题 2. 7(10) 。 

例 3 设 G 是 有 限 群 ,1G|==p"(p 为 素数 ), 则 G 有 非 平凡 中 
心 , 即 1C| >1。 

»。86°* 


证 ”可 用 类 方程 (2. 7. 2) 来 证 明 此 定理 。 首 先 分 析 当 c 冬 C 时 
[LG : Cla)] 的 取 值 ,由 于 a€EC,C(a)<G, 故 |C(a)|=p*(0 过 a 二 
n) ,由 拉 格 朗 日 定理 得 [G : Cla)J]=|1G1/1C(a)1=p" (nn 一 a> 
0) ,因此 在 方程 


{Gl= 人 CI 十 LG: Ce)] 
中 ,zp 能 整除 1G| 及 和 式 中 每 一 项 ， 所 以 pllCl, 妈 ICI>1, 
3， 共 亏 子 群 与 正规 化 子 


设 G 是 群 ,HG,gE€G, 则 不 难 验证 =gHg-' 也 是 一 个 子 
群 , 称 为 已 的 共 轿 子 群 (conjugate subgroup), 并 称 K 与 太 共 思 。 

如 果 已 是 正规 子 群 , 则 Y gE€G 有 gHg '= 矿 , 即 正规 子 群 
的 共 轿 子 群 必 是 它 自己 ,因此 ,正规 子 群 又 称 为 自 共 轿 子 群 。 因 而 
对 于 非 正规 子 群 , 必 存 在 异 于 它 的 共 斩 子 群 。 令 

A= {HIH <G} 
为 G 中 所 有 子 群 的 集合 ,在 4 中 定义 二 元 关系 ~ 为 : 
Hi~H.SOjg EG 使 gHig '= H,， 
则 一 是 4 中 的 一 个 等 价 关 系 , 即 子 群 的 共 罗 关 系 是 4 中 的 等 价 关 
系 。 每 一 个 等 价 类 称 为 子 群 的 共 纯 类 , 设 态 二 G,H 所 在 的 共 生 类 
记 作 Kn, 则 Kn 可 表 为 
Kn= {gHg ‘lg € G}。 
当 太 4G 时 Kn== {及}。 下 面 讨论 一 般 情况 下 ,Kw 中 元 素 的 个 
数 。 为 此 ,引入 一 个 新 概念 一 一 正规 化 子 。 若 妃 不 是 G 的 正规 子 
群 ,总 可 以 找到 一 个 包含 太 的 子 群 N, 使 太 是 NN 的 正规 子 群 , 例 
如 五 本 身 就 是 。 令 
Ne(H)= {glg € G,gHg™!' = H), 
不 难 验证 Ne(H)<G, 且 与 太 有 以 下 关系 
HA NH), 
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称 Ne(H) 为 H 在 G 中 的 正规 化 子 (normalizer)。 当 人 HG 时 ， 
Ne( 有 H) 二 G, 当 日 不 是 G 的 正规 子 群 时 , 必 有 No(H)<G。 

利用 Ne( 玉 ) 可 确定 吾 在 G 中 的 苍 子 群 的 个 数 。 

定理 3 设 G 是 有 限 群 ,HSG,N(H) 为 HH 在 G 中 的 正规 化 
子 , 则 与 鼠 共 罗 的 子 群 的 个 数 为 

IK,| = [G : N(H)]., 

证 设 Kn={gHg'ig€G),T={gN(H)|g€G), 作 对 应 
关系 pg:gHg -rm gN(H) (Ku>T), 

由 于 giHgi' = gz:Hgi' ©O gi'giHger'gs:=H ©O gi'g€ 
N(H) 名 gIN(H)=giN(H), 所 以 8 是 映射 且 是 单 射 ,显然 也 是 
满 射 。 所 以 

[Kn| = |T| = [G : N(H)], 加 
注意 定理 3 与 定理 1 形式 与 证 明 方 法 的 类 似 。 

例 4 设 G 是 群 ,H 是 G 中 唯一 的 一 个 n 阶 子 群 , 则 H 4 G。 

证 利用 共 思 子 群 的 阶 相等 这 一 性 质 。 _ 

v 8EG, 考 虑 gHg ! 的 阶 ， 由 于 ghg '=ghg 全 有 二 hs, 得 
lgHg "|=|1H|=n, 已 知 H 是 G 中 唯一 的 阶 子 群 ,所 以 
gHg"'=H,BBH 4G. 


4. 置换 群 的 共 辆 类 


对 于 一 些 特殊 的 群 ,可 以 确定 它 的 共 思 类 ,例如 ,在 线性 群 中 ， 
互相 相似 的 矩阵 就 形成 一 个 共 思 类 。 下 面 讨论 在 S, 和 4, 中 的 共 
思 类 。 
设 oc€S., 若 o 的 标准 轮换 分 解 式 为 
8 至 CC) 

其 中 1S4<4s…S4Sm ,并 设 是 一 个 1528… 凡 理 置换 。 下 面 
讨论 置换 群 中 共 亏 类 与 类 型 的 关系 ,从 而 可 由 元 素 的 类 型 来 决定 
共 罗 类 。 
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定理 4 设 G 是 一 个 置换 群 ,a 与 cx 在 G 中 共 罗 , 则 c, 与 
的 类 型 相同 。 
证 由 a 与 0 在 G 中 共 扼 , 则 存在 rEC 使 
TOIT! 
由 于 对 任何 一 个 轮换 r= 二 (i,i,,…,i) 有 
rz = (ri) ,rT(is) ,rT(i)) 
仍 是 一 个 长 度 为 1 的 轮换 (见习 题 2.4,1)。 如 果 o=rir…r， 则 


0: 一 roiz = (tt) (rrsr -1) (rrr 1) 


ye 


=r77 2 Ts 
其 中 ;与 7; 是 长 度 相同 的 轮换 , 且 由 于 r 是 单 射 ,r'; 与 当 i 考 j 
时 是 不 相交 的 , 故 cs 的 类 型 与 o 的 类 型 相同 。 [J 
定理 4 的 逆 定 理 是 否 成 立 呢 ?如 果 逆 定理 成 立 , 则 确定 置换 群 
中 的 共 罗 类 的 问题 就 很 简单 了 ,只 和 需 按 它们 的 类 型 分 类 ,可 惜 对 一 
般 的 置换 群 逆 定理 不 一 定 成 立 , 但 对 于 对 称 群 来 说 , 逆 定 理 是 成 
立 的 。 
定理 5 在 对 称 群 S, 中 ,a, 与 o; 共 斩 的 充分 必要 条 件 是 o 
与 cs 类 型 相同 。 
证 必要 性 已 由 定理 4 保证 ,下 面 只 需 证 明 充 分 性 。 
设 ci,cs 是 类 型 相同 的 两 个 置换 : 
a= CC 
0 一 (7 ee 
其 中 1&4<…h<n。 
取 置 换 


则 rE 5S,, 且 满足 
ror 一 一 CrGD)…rGia)) (CrCpD) rp ) 
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= (ij) (qq) 
=0,, 
所 以 o 与 cs 共 斩 。 加 
但 在 4, 中 ,类 型 相同 的 置换 不 一 定 属于 同一 个 共 鱼 类 ,可 能 
分 裂 为 两 个 共 罗 类 。 
定理 6 设 cE 4,, 开 ,是 4。 中 所 有 与 c 有 相同 类 型 置换 的 集 
合 ,考虑 o 在 S, 中 的 中 心 化 子 Cs,(c), 则 
(1) 当 Cs,(c) 含 有 一 个 奇 冒 换 时 , 开 。 是 4, 的 一 个 共 思 类 ; 
(2) 当 Cs, (c) 不 含 奇 置换 时 ,K。 在 A, 中 分 裂 为 以 下 两 个 共 
斩 类 : 
K', = {ror"'|r € Sr 是 偶 置 换 }， 
天 "= (ror :|rE Sr 是 奇 置 换 )。 
证 首先 ,由 定理 5,K。 是 5, 中 的 一 个 共 二 类 , 即 
K,= {ror :|rE SS。)。 
(1) 若 Cs,(c) 中 有 一 个 奇 置换 ro, 则 o 可 表 为 c= toors'。 
VY ror 'EK。, 当 r+ 是 偶 置 换 时 ,rE 4,,ror :在 4, 中 与 o 共 思 e; 当 + 
是 奇 置换 时 ,ror ' 可 表 为 ror-: 一 r(rocrr1)r-! 一 (rro)acCrro) -由 
rroE 4 所 以 ror 与 5 在 4. 也 共 印 。 综 上 , 开 , 是 4, 中 的 一 个 共 
生 类 。 
(2) 若 Cs,(c) 中 无 奇 置换 。 首 先 可 用 反 证 法 证 明 天 '。 与 天" 
在 4, 中 不 是 一 个 共 印 类 :假设 K; 与 K’ 在 4, 中 是 同一 个 共 罗 类 ， 
则 VY rormE 天 和 Y rzorE 天 ", 存 在 rE4, 使 r(ricrri)r-: 一 
rcri ，, 即 (rarr)c(Criirri) 一 o, 因 而 rrrnECs(c),r 是 奇 置 
换 ,z 与 r 都 是 偶 置换 , 故 rz'rr 是 奇 置换 , 即 Cs (c) 中 有 奇 置 换 ， 
与 已 知 条 件 矛 盾 。 其 次 再 证 天 :与 天 “每 一 个 都 是 4, 中 的 一 个 共 思 
类 :显然 开 ', 是 4, 中 的 一 个 共 示 类 。 对 于 K",, 任 取 两 个 元 素 :a= 
Tiori'， 二 rorz' rr 都 是 奇 置换 , 则 (rori')alrzrr') -一 ,而 
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mr E4., 故 与 8 在 4. 中 共 罗 , 即 天 在 4. 中 是 一 个 共 生 类 。 
[ 
定理 6 给 出 了 确定 4, 中 共 思 类 的 方法 :首先 把 4, 中 的 元 素 
按 类 型 分 类 ,得 到 K。。 然后 判断 Cs,(c) 中 是 否 含有 奇 置换 ,由 此 决 
定 K, 是 一 个 共 生 类 还 是 分 裂 成 两 个 共 斩 类 天。 和 天“ 。 
例 5 决定 4; 的 共 思 类 。 
解 ” 按 元 素 的 类 型 分 别 讨 论 如 下 : 
1 型 元 素 只 有 一 个 单位 元 , 自 成 一 个 共 思 类 :K.=={(1))。 
13! 型 置换 共 20 个 元 素 , 因 Cs.((123)) 一 {(1), (45),…} 中 
有 奇 置换 (45) , 故 由 定理 6 知 Kuzo={(123),(132),…} 是 一 个 共 
堪 类 。 
1'2? 型 置换 共 15 个 元 素 , 因 Cs,((12)(34)) 一 {(1)，(12)，…} 
中 含有 奇 置换 (12) ,所 以 大 sarao 也 是 4; 中 一 个 共 示 类 。 
5' 型 置换 共 24 个 元 素 ,由 于 Cs,((12345)) 一 ((12345)》, 不 
含 奇 置 换 , 故 Kos4s) 在 4: 中 分 裂 为 以 下 两 个 共 生 类 ， 
q2345) 一 {(12345),(12534),(12453),(13254)， 
(13425),(13542),(14235),(14352)， 
(14523),(15243),(15324),(15432) } 。 

Kn3ss) 一 {(21345),(12354),(12543),(12435)， 
(13245),(13524),(14253),(14325)， 
(14532),(15234),(15342),(15423) } 。 

综 上 ， A; 中 共有 5 个 共 示 类 : K,, Kozy, Kay , 天 ozat)， 
大 cato。 

下 面 利 用 共 轿 类 的 性 质证 明 4: 是 单 群 。 

定理 7 4.(* 过 5) 是 单 群 。 

证 设 广 是 4. 中 的 一 个 正规 子 群 旦 1<N 4 4,, 由 于 A,= 
《(123),(124),…(12n)〉( 习 题 2. 4,5), 取 c 一 (123) , 开 。 为 所 有 
3- 轮 换 的 集合 ,由 于 (45)ECs.((123)) ,由 定理 6,K, 在 4, 中 是 一 
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个 共 轧 类 。 由 正规 子 群 的 性 质 , 若 N 包含 一 个 3- 轮 换 , 则 天 .CN， 
从 而 N=4,。 

下 面 我 们 来 证 明 和 N 包含 一 个 3- 轮 换 。 

考虑 N 中 具有 最 多 不 动 点 数目 的 非 单 位 元 c, 则 必 有 1p* 型 
的 轻 换 具有 此 性 质 ,其 中 为 素数 。 否 则 ,可 通过 乘 方 将 o 变 为 这 
种 形式 ,或 得 到 有 更 多 不 动 点 的 元 素 , 与 c 的 选取 矛盾 。 

然后 分 以 下 几 种 情况 讨论 : 

(1) 若 p= 二 2,0=(12)(34)…, 取 r=(345), 则 有 pl=ror-!'o! 
二 (1)(2)(354)…EN ,pl 比 o。 有 更 多 的 不 动 点 ,与 的 选取 矛盾 。 

(2) 若 pp 过 5, 可 设 o= (12345…p)…, 取 t= (234), 则 
pa 一 rar io :一 (1)(4)(235)…E Nos 比 c 有 更 多 的 不 动 点 ,与 c 
的 选取 矛盾 。 

(3) 车 p= 二 3 且 k 之 2, 这 时 n 宇 6, 可 设 o 二 (123)(456)…, 与 
(2) 相 同 的 方法 可 得 矛盾 。 

故 必 有 p= 二 3,k 二 1,0 为 3- 轮 换 。 由 正规 子 群 的 性 质 ,N 包含 
所 有 的 3- 轮 换 , 因 而 N=4,,4,(n 宇 5) 是 单 群 。 图 


习题 2.7 


1. 设 G=GL:(C) 为 复数 域 C 上 的 2 阶 全 线性 群 ,N 为 非 异 
上 三 角 2 阶 和 矩阵 的 集合 , 忌 为 对 角 元 素 为 1 的 上 三 角 2 阶 和 矩阵 的 
集合 , 求 C(G) ,CeCN) ,Cn(H) ,NeCETD)。 

2. 设 玉 <G, 证 明 

(1) Cs H) A NelH), 

(2) Ce(Cil Ce(H)))=Ce(H), 

3.” 设 G 是 有 限 群 ,H<G,G 中 与 已 共 罗 的 全 部 子 群 为 H， 


Hes sHr, 则 上 HH, 是 G 的 真子 集 。 
4.。 证明 阶 数 为 pr(p 为 素数 ) 的 群 是 可 换 群 。 
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5. 设 群 G 满 足 |G| 二 pg,p'9 为 互 异 素数 , 且 p<g, 则 G 中 
的 9 阶 子 群 是 正规 子 群 。 

6. 设 IG|=p"(p 为 素数 ), 试 证 G 的 非 正规 子 群 的 个 数 是 p 
的 倍数 。 

7. 证 明 在 S, 中 12%*…n”- 型 置换 的 个 数 是 


nl 


8. 确定 4, 中 的 共 轿 类 与 正规 子 群 。 
9. 确定 二 面体 群 De 的 共 斩 类 与 正规 子 群 。 
10". 设 


| 


是 对 矩阵 乘法 构成 的 群 , 确 定 G 的 所 有 共 叔 类 和 正规 子 群 。 
2.8 群 的 同 态 


前 面 介绍 过 两 个 群 的 同 构 的 概念 ,下 面 给 出 两 个 群 的 同 态 的 
概念 , 它 描写 了 两 个 群 的 某 种 相似 性 。 群 的 同 态 是 群 论 中 又 一 个 关 
键 的 概念 ,必须 熟练 掌握 。 


1 ， 群 的 同 态 


定义 1 设 (C,，),(G',。) 是 两 个 群 , 若 存在 映射 f:G 一 G 
满足 


一 士 1,a E ?|. 


Ya,b€EG, 均 有 f(a*6b)= f(a)。 f(b), 
则 称 了 是 C 到 C 的 一 个 同 态 映射 或 简称 同 态 (homomorphism ) 。 
若 了 是 单 射 , 则 称 了 是 单 同 态 。 若 了 是 满 射 , 则 称 了] 是 满 同 
态 ,这 时 称 G 与 G' 同 态 , 记 作 G~G'。 车 /是 双 射 , 则 就 是 G 到 
G' 的 同 构 。 所 以 同 态 与 同 构 只 差 一 字 , 同 构 是 一 种 特殊 的 同 态 。 
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Im/=AC) 称 为 G 在 /作用 下 的 同 态 像 。 
例 1 设 G=(R, 十 ),G' 二 {alaE€C,1a|==1),G' 对 复数 乘法 
构成 群 。 作 映射 : 
firme” (G—G') 
因为 f(z Tz) = 一 ee Oi 
=f/(z1) * f(x), 
所 以 是 G 到 G' 的 同 态 。 显然 易 见 ,f 是 满 同 态 ,但 非 单 同 态 。 
例 2 设 G=(Z, 十 ),G'==(R, 十 ), 作 映射 
priP—r (G0) 
因 为 (ri 十 zz) 王 一 (zi 十 zz) 一 一 zi 一 zz 一 9Czi) 十 PCzs)， 所 以 9 
是 G 到 G' 的 同 态 ,显然 这 是 单 同 态 而 非 满 同 态 。 
例 3 设 G=(Z, 十 ),G'=(Z,, 十 ), 作 映射 
am (ZZ 72,)., 
因为 c(A 十 名) 一 丰 十 不 一 有 十 已 一 oO ) 十 cC) ,所 以 是 G 到 G 
的 同 态 , 且 显然 是 满 同 态 ,因而 有 G~G'。 
例 4 设 G 是 群 ,已 gG,G'=G/ 五 , 作 映 射 
araH (GG/H)., 
因为 q(ab)==abH=aHbH= 二 gla)g(b), 所 以 8 是 同 态 , 且 是 满 同 
态 , 故 G~G/H。 此 同 态 称 为 群 G 到 它 的 商 群 G/H 的 自然 同 态 。 
不 难 证 明 同 态 的 一 些 简单 性 质 : 设 了 是 G 到 G' 的 同 态 , 则 
f(y)=e, fla)=/(a) ESG 一 CD 入 GD G 一 
fH)A AG),N 有 HG) = 广 (N 和 CN 4 f(G) = 广 :CN) 
所 G,0(4)<0o = 0o(f (a))|ola)。 请 读者 一 一 加 以 证 明 。 


2. 同 态 基本 定理 
定义 2 设 了 是 G 到 G' 的 同 态 , 令 
K={ala€G,f/(a)=e}= /1(e'), 


则 称 K 是 同 态 f 的 核 (kernel) , 记 作 Kerf。 
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同 态 核 就 是 单位 元 e 的 全 原 像 ,由 上 面 提 到 的 同 态 的 简单 性 
质 , 它 是 G 的 一 个 子 群 , 且 有 以 下 性 质 。 

定理 1 设 f 是 G 到 G' 的 同 态 ,K=Kerf, 则 

(DKAG, 

(2) Ya'ElImf/, 若 f(a)=a', 则 f(a')=aK， 

(3) 了 是 单 同 态 今 K={e}。 

证 (1) 前 面 已 经 指出 K 是 G 的 子 群 ,因为 V gE€G,kEK 有 
flgkg ')=f(g)f(k)f lg ')=/(g)f(g) '=e ,PWM gkhg™'€ 
KK, 因 而 K 4 C。 

(2) YkEK 有 f(ak)==f(a)f(k)==a' ,所 以 ak€ f(a'), 因 
而 aKSf (a')。 

反之 ,Y x7Ef7'(a') 有 f(x)=a', 即 f(x)=f(a),f(a)!'， 
jz)=e ,得 aizE 天 ,因而 zEaK, 广 :Ca )SaK。 


综 上 得 Ca) 一 oa 天。 
(3) f 是 单 射 人 Va EGG) 有 | 广 :Co)|=1 全 |o 开 | 一 1 全 
IK|=1 © K={e}。 国 


下 面 的 同 态 基本 定理 是 群 论 中 最 重要 的 定理 之 一 。 

定理 2( 同 态 基本 定理 ) 设 了 是 G 到 G' 的 满 同 态 ,K= 
Kerf, 则 

(1) G/KQG'。 

(2) 设 pg 是 G 到 G/K 的 自然 同 态 , 则 存在 G/K 到 G' 的 同 构 
5 使 /一 cy。 

证 (1) 设 G/K={gK|lg€G}, 作 对 应 关系 

o:gK mm flg) (G/K—G') 

因为 fyK=gK Sgi'gsEKSO f(gr'g)=e SO fg)=f(g), 
所 以 o 是 映射 且 是 单 射 。 

又 WOEG' ,由 于 了 是 满 同 态 ,j aEG 使 f(a)=6, 故 有 aKE€ 
G/K 使 so(aK)=f(a)=b, 所 以 o 是 满 射 。 
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ol(giKgK) =o(ggsK) = f(gig2) = f(g)f (8:) 
=ao(giK)o(gsK), 
所 以 是 同 构 映 射 ,G/KS22C ' 。 
(2) 取 (1) 证 明 中 的 c:gK f(g) (CC/K 一 CD) ， 则 YVzEC 


有 
(efx) 一 a(Pz)) = ol(zK) = f(z), 


所 以 vp = 
同 态 基本 定理 中 几 个 群 的 关系 可 用 图 2, 4(a) 表 示 。 


G6— of) 区 
\ / 中 | 
{e}&/(H)SG'=/(0) 


(0) (6b) 
图 2.4 


我 们 来 看 一 下 例 3 中 的 同 态 : 
okmk (ZZ2,) 


它 的 核 是 : 


Kerc ={k|la(k) = 0) = {k|k = 0) 
={Lnll==0, 土 1, 土 2…} 
一 (12)。 
由 同 态 基本 定理 得 到 


Z/(n) O27, 
这 是 早已 知道 的 结果 
例 5 设 G=GL,(F) 是 数 域 让 上 的 全 线性 群 ,H={4EG| 
det4 二 1},G'==(F*,，), 用 同 态 基 本 定理 证 明 
G/H 20G'. 
证 作 映 射 : 
»06*» 


7:4mdet4 (G 一 G)， 
VA,BEG 有 

f(AB) = |AB| = |A1IB| = f(4)/(B), 
所 以 f 是 G 到 G' 的 同 态 。 


又 Y aEF ,可 取 
站 ”地 0 
I0 1 0 0 
4 一 lo | 0|， 
(0 0 … 1 


则 /C4)=a, 所 以 是 G 到 G' 的 满 射 ,因而 了 是 满 同 态 , 它 的 核 为 
Kerf ={A € GIf/(A)= |A| = 1} 
=H。 
故 由 同 态 基本 定理 得 
G/HQG'。 

例 6 把 G 中 所 有 元 素 都 映射 到 G' 中 一 个 元 素 e' 的 映射 , 称 
为 G 到 GG 的 霍 同 态 。 证 明 : 当 G 是 单 群 时 , 则 G 到 G' 的 同 态 /是 
单 同 态 或 零 同 态 。 

证 由 于 K=Kerf 4 G, 由 G 的 单 性 知 太 ={e} 或 K=G。 

当天 ={e} 时 ,由 定理 1 知 了 是 单 同 态 。 当 天 =G 时 , 则 f(G) 
一 人, 所 以 了 是 零 同 态 。 


3. 有 关 同 态 的 定理 


关于 同 态 还 有 以 下 三 个 重要 定理 : 
定理 3( 子 群 对 应 定理 ) 设 f 是 G 到 G' 的 满 同 态 ,K = 
Kerf, 
S={HIH<G HK), 
S'={NIN<G')}。 
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则 存在 一 个 S 到 S' 的 双 射 。 

证 作 映 射 

o: He fH) (S—5')。 

首先 可 证 c 是 单 射 :Y Hi,H;€5S,o(H1)=o(H2)>f(H1)= 
CH YY hEHl 有 hi€H, 使 1(h)=f (hs) 坟 fhath)=e'> 
hi'hi E Kh EhKECH,SHICH,. 同 理 可 证 HESHi, 所 以 HH 
二 及,,o 是 单 射 。 

再 证 o 是 满 射 :Y NES' , 令 妃 = 广 !(N) ,由 于 天 一 广 !(e'D)E 
广 :COV), 故 大 S 万 。 

又 VY hi ,hi€EH, 存 在 n,nzEN 使 = 了 fh) ,ns 二 了 (hs), 由 于 
N 是 子 群 ,mnz! 一 了 (hhz)EN, 所 以 hhz'€Ef71(N)= 甩 ,故人 是 
是 G 的 子 群 , 目 o(H)=N。 

综 上 ,o 是 S 到 S' 的 双 射 。 国 

我 们 亦 可 用 一 个 图 (图 2. 4(5)) 形 象 地 表示 G 与 G' 中 子 群 的 
对 应 关系 。 需 要 注意 的 是 ,S 中 的 元 素 是 G 中 包含 Kery 的 子 群 。 

两 个 群 同 态 , 不 仅 子 群 之 间 有 对 应 关系 ,而 且 它们 的 商 群 之 间 
也 有 确定 的 关系 。 

定理 4( 第 一 同 构 定理 ,或 商 群 同 构 定理 ) 设 了 是 群 G 到 群 
G' 的 满 同 态 ,K 二 Ker/,H 4 G 且 HK, 则 


G/K 
RR) 


证 由 同 态 的 简单 性 质 , 知 f(H)4 G'。 
下 面 用 同 态 基本 定理 证 明 此 定理 。 令 
=f(H), G/f(H)= {fH If(e) € G0’) 
作 映 射 : 


G/H 2 6/1/ (2.8.1) 


oa:gr Ge)1 (G—G/H'). 
因为 ol(g1g:) 二 f(gig2)H'=f(g)f (gi)H'=a(gi)o(gs), 所 以 a 
是 同 态 。 由 于 f 是 满 同 态 ,所 以 o 也 是 满 同 态 。 
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Kero= {glg EG,f(e)H'=H'}={g€GIf(eg) EH'}= 
f71(H') ,由 于 f/f(H)=H', 且 HK=Kerf, 由 子 群 对 应 定理 知 
五 == 广 (8 ), 因 而 Kerc 一 如 ,于 是 由 同 态 基本 定理 得 

G/H 26G'/H', 
分 别 再 对 G' 与 H' 应 用 同 态 基 本 定理 , 则 得 等 式 (2. 8. 1) 括 号 内 的 
式 子 。 且 括号 内 的 等 式 对 任何 G 与 五 内 的 正规 子 群 天 都 成 立 。 
LJ 
定理 5( 第 二 同 构 定 理 ) 设 G 是 群 ,N 4 G,H<G, 则 
HN/N 2 H/(H NN). (2. 8. 2) 

证 首先 分 析 等 式 (2. 8. 2) 的 意义 ,由 正规 子 群 的 性 质 
(2.6 节 ) 知 , HN 是 子 群 且 N 4 HN, 因 而 等 式 (2. 8. 2) 两 端 有 

仍 用 同 态 基本 定理 来 证 明 此 定理 。 为 简单 起 见 , 从 等 式 
(2. 8. 2) 的 右 端 往 左 端 证 明 。 

作 映 射 9:jF AN (H>HN/N), 因 为 9(hihs)=hhsN 
二 hIN。，hN 一 Yh1)qhs), 所 以 8p 是 同 态 ,显然 是 满 同 态 。 

Kerp={hlh E H 9h) = N} 
={hljh €E HEAN=N) 
={hlh€E HEhEN} 


=H NN. 
故 由 同 态 基本 定理 得 式 (2. 8. 2) 。 量 
例 7 设 天 ,={(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23) )， 
证 明 
S/K,. 2 S:。 


证 这 个 问题 虽然 可 用 同 态 基本 定理 来 证 ,但 不 易 找到 恰当 
的 S, 到 S; 的 对 应 关系 ,下 面 利用 第 二 同 构 定理 来 证 。 

首先 利用 置换 群 共 堪 类 的 性 质 , 知 ,< 5S,, 由 此 可 得 S:K, 雪 
Si, 且 因 
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ISs| | 天 :| 


IS,K,| = Ts.N Kl 


= 24= 15S,|, 


所 以 S,=SsK,。 
然后 利用 第 二 同 构 定理 ,得 
S,/K, = SiK/K, 2 81/(Ss nn 天) = 5,, 

设 N 为 G 的 非 平凡 正规 子 群 , 若 有 正规 子 群 及 使 N< 瑟 , 则 
必 有 及 =G。 这 时 , 称 N 为 G 的 一 个 极 大 正规 子 群 . 单 群 内 无 极 大 
正规 子 群 。 并 有 以 下 性 质 : 

例 8 设 G 是 群 ,N 4 G, 则 

G/N 是 单 群 全 和 N 是 G 的 极 大 正规 子 群 。 
证 一 : 设 有 子 群 玉 满足 :N<H 4 G, 由 第 一 同 构 定理 得 
G/H 2 (G/N)/(H/N) 
由 于 G/N 是 单 群 且 右 /N 之 1, 故 必 有 矿 /N=G/N, 即 =G。 所 
以 NN 是 G 的 极 大 正规 子 群 。 

二 ， 设 1<H'A G/N,p 是 G 到 G/N 的 自然 同 态 :9:a 上 
aN,. 令 H=97(H), 则 H=9 1'(H')>g 1(1)=N, 且 HG, 由 
N 是 极 大 正规 子 群 ,得 态 =G, 所 以 H'==q(G)= 二 G/N ,因而 G/N 
是 单 群 。 


4. 自 同 态 与 自 同 构 


设 了 是 G 到 G 本 身 的 一 个 同 态 ( 或 同 构 ), 则 称 了 是 G 上 的 一 
个 自 同 态 (endomorphism)( 或 自 同 构 (automorphism)) 。G 上 的 所 
有 自 同 态 的 集合 对 变换 的 复合 构成 一 个 含 么 半 群 , 称 为 G 上 的 自 
同 态 半 群 , 记 作 EndG。G 上 的 所 有 自 同 构 的 集合 对 变换 的 复合 构 
成 一 个 群 , 称 为 G 上 的 自 同 构 群 , 记 作 AutC。 

在 群 G 中 , 取 定 一 个 元 素 a, 定 义 G 上 的 一 个 变换 6 为 :对 任 
何 zEG 有 orz)=aza ', 则 o, 是 G 上 的 一 个 自 同 构 , 这 个 自 同 
构 称 为 一 个 内 自 同 构 .G 上 的 全 体内 自 同 构 构 成 一 个 群 , 称 为 内 自 
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同 构 群 , 记 作 InnG, 即 

InnG 二 (osla € G, 对 任何 zxEG 有 ao(z) = axa-'}。 
内 自 同 构 群 有 以 下 性 质 。 

定理 6 设 G 是 群 , 则 

(1) InnG 4 AutG. 

(2) G/CQInnG. 

其 中 C 为 G 的 中 心 。 

证 (1) 由 定义 有 InnG<AutG。Y JEAutG,V wwEInnG, 有 
(fof xr)=fo f(r)= f(af (ra !)= f(a) rf(a) -= 
ar (zz) ,所 以 fosf 1!=ojwE€l1nnG, 故 InnG 4 AutG。 

(2) 作 G 到 InnG 的 映射 pa 0,, 易 见 这 是 一 个 满 射 且 有 
Yab) 一 ap, 而 cs(z) 一 apzr(ap)-: 一 Q(bzb ')a !=g,0,(7) ,XEG, 
所 以 Cab) 一 as 一 ca0 一 9a)9(0), 故 G~InnG。 再 求 8 的 核 :Kerp 
三 (ala€G,0,==1} 二 {ala€G, 对 任何 zEG 有 axa '=x}=C, 由 
同 态 基本 定理 得 G/C 名 InnG。 [ 

下 面 通过 一 些 例子 来 说 明 如 何 确定 一 个 群 的 自 同 态 半 群 或 自 
同 构 群 。 

例 9 设 乙 是 整数 加 群 , 试 确定 AutZ。 

解 设 /是 的 任 一 自 同 构 ,并 设 (1)=A, 则 对 任意 zxEZ 
有 f(x) 二 kr。 因 为 f 是 满 射 , 故 存在 mE2Z 使 f(m)==km 二 1, 由 
此 得 k=1 或 = 一 1。 也 就 是 说 ,只 有 以 下 两 个 映射 才 有 可 能 是 同 
构 映 射 : 

fi(x) =zx, x €2; 
f(z) 一 一 z，ZzEZ。 
不 难 验证 /1 与 f, 确 是 ZZ 上 的 同 构 , 所 以 AutZ={f1,f,}==S,。 

通过 这 个 简单 的 例子 可 以 说 明 如 何 确定 一 个 群 G 的 全 部 自 
同 构 ( 或 自 同 态 )。 首先 分 析 任 意 一 个 自 同 构 ( 或 自 同 态 )f 的 性 质 ， 
主要 是 分 析 G 的 生成 元 在 f 下 的 像 ,从 而 决定 了 所 具有 的 约束 条 
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件 ,根据 这 个 约束 条 件 写 出 全 部 自 同 构 (或 自 同 态 )。 在 表达 方法 
上 ,最 后 得 到 的 不 同 的 自 同 构 (或 自 同 态 ) 应 用 不 同 的 映射 记号 ( 例 
如 fi,i 二 1,2,…) 表 示 , 对 每 一 个 映射 f; 给 出 /;(z) 的 一 般 表 
达 式 。 

例 10 证 明 AutSiSeS:。 

证 首先 可 利用 定理 6 确定 InnS;: 因 为 C(S;)=1, 所 以 由 定 
理 6(2)InnS; 名 Ss, |InnS;| 二 6。 因 而 |AutS;| 宇 6。 

令 a=(12),0=(13),c 一 (23) ,4 一 {a,bc),S 为 4 上 的 对 
称 群 。 作 AutSs 到 S4 的 映射 p: 

[a 4 c 
om fo oa) od) oo MS 54), 


利用 {a,5} 是 S 的 生成 元 集 不 难 验证 这 是 一 个 单 射 , 所 以 |AutSs| 
委 |S4| 一 6, 故 


AutS, = InnS:  S:。 

此 结论 可 推广 到 所 有 次 对 称 群 :AutS,2S。 (n 宇 3)。. 

在 确定 一 个 群 的 自 同 态 半 群 和 自 同 构 群 时 利用 以 下 途径 是 有 
帮助 的 :(1) 利用 G 的 生成 元 的 像 来 确定 可 能 的 自 同 态 。(2) 一 个 
自 同 构 必然 把 G 的 生成 元 映 成 生成 元 。(3) 利用 InnG 与 AutG 的 
关系 。 


习题 2.8 


1. 设 / 是 G 到 G, 的 同 态 ,p 是 Gi 到 G, 的 同 态 , 则 gf 是 G 
到 G; 的 同 态 。 
2. 设 G={(a,6)1a,b5ER,a 关 0} 是 对 乘法 : (a,b) (c,d) 二 
(ac,ad 十 b) 构 成 的 群 ,K=={(1,6)15ER) ,证明 
G/K 2R' 

其 中 R' 是 非 零 实数 的 乘法 群 。 

3. 设 G 是 有 限 Abel 群 ,证 明 f:g ~ g: 是 G 的 自 同 构 的 充 
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分 必要 条 件 是 
(k,|G|) = 1。 

4.， 设 G=(Z, 十 ),G'= 二 (4) 是 6 阶 循环 群 ,8:n~a" ,YEZ， 
则 9 是 G 到 G' 的 满 同 态 .《1) 找 出 G 的 所 有 子 群 ,其 在 pg 下 的 像 为 
《a*)。(2) 找 出 G 的 所 有 子 群 ,其 在 9 下 的 像 为 (a?)。 

5. 用 同 态 基本 定理 证 明 

(Q, +)/(Z, +) 2U, 

其 中 品 是 所 有 单位 复数 根 的 乘法 群 。 

6. 确定 End(Z, 十 ) 并 证 明 它 与 Z 的 乘法 半 群 同 构 。 

7.， 求 群 Z. 上 的 所 有 自 同 态 与 自 同 构 。 

8.， 设 K, 是 Klein 四 元 群 , 求 AutK。 

9.， 设 G=GL,(R), 求 InnG。 

10、 设 G 是 单 群 , 且 不 是 可 换 群 ,证 明 GSInnC 。 

11". 设 G 是 一 个 群 ,G 的 子 群 仅 有 有 限 个 ,f 是 G 的 满 自 
同 态 ,证 明 / 是 G 的 自 同 构 。 


2.9 ” 群 对 集合 的 作用 , 伯 恩 赛 德 引 理 


这 一 节 介 绍 群 对 集合 的 作用 的 概念 和 理论 , 它 是 群 的 某 些 应 
用 的 理论 基础 ,也 是 分 析 有 限 群 结构 的 有 力 工 具 ( 见 2.10 和 2. 12 
节 ) 。 


1， 群 对 集合 的 作用 


设 X=1,2,…,2)C 是 X 上 的 一 个 置换 群 , 任 取 gEG 和 
XEX, 称 g(x) 为 群 元 素 g 对 xz 的 作用 ,并 称 群 G 作用 于 集合 X 
上 。 XX 称 为 目标 集 。 这 里 ,记号 g(x) 表示 群 元 素 g 所 对 应 的 X 上 
的 可 逆 变 换 。 可 以 把 置换 群 对 目标 集 的 作用 这 一 概念 推广 到 一 般 
的 群 上 。 
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设 G 是 一 个 一 般 的 群 ,2 是 一 个 集合 ,如 果 G 与 2 上 的 一 个 
变换 群 G' 同 态 , 则 G 可 通过 G' 作 用 于 2 上。 如果 G' 是 一 个 置换 
群 , 则 称 它 是 G 的 一 个 置换 表示 ;如 果 G' 是 一 个 矩阵 群 , 则 称 它 是 
G 的 一 个 线性 表示 。 下 面具 体 给 出 群 对 集合 的 作用 的 定义 。 

定义 1 设 G 是 一 个 群 ,0 是 一 个 集合 ( 称 为 目标 集 ), 若 V g 
EG 对 应 9 上 的 一 个 变换 g(z)? 满 足 

(i) e(x)=zx, Y EN; 

(ii) gg (7X)=g1(g2(7)),Y TEN, 

则 称 G 作用 于 0 上 ,g(xz) 称 为 g 对 x 的 作用 。 

由 条 件 (i) ,ii) 不 难 证 明 g(Cz) 是 中 上 的 一 个 可 逆 变 换 。 由 条 

件 (ii) 不 难 证 明定 义 1 中 所 说 的 对 应 关系 是 G 到 2 上 的 变换 群 的 
-个 同 态 。 留 作 习题 (习题 2. 9,5) 。 
下 面 我 们 举例 来 说 明 群 对 集合 的 作用 这 一 概念 。 
例 1 设 G 是 一 个 群 ,0=G, 定 义 G 对 0 的 作用 为 
BEC) = g7。 

很 易 验 证 满足 定义 1 中 的 (De(z)=er=z,Y x€EN,(iD)gigs(x)= 
Sg2T—=g(g27)=g1(g2(7)) ,YY ZED。 

这 种 作用 称 为 G 对 其 本 身 的 左 平移 或 左 正则 作用 。 

例 2 设 G 是 一 个 群 ,==G, 定 义 G 对 的 作用 为 

&(z) = gxg™!。 

容易 验证 满足 定义 1 中 的 (i) 和 《ii) ,请 读者 自己 完成 。 这 种 作用 称 
为 群 C 对 其 本 身 的 共 罗 作用 。 

以 上 两 个 例子 中 的 集合 2 都 是 群 G 本 身 , 下 面 一 个 例子 中 的 
集合 2 不 同 于 G。 

例 3 设 G 是 一 个 群 ,0 是 G 的 所 有 子 群 的 集合 , 即 

0= {HIH<G})}. 
定义 G 对 0 的 作用 为 
g(H)=gHg™' (0— 0), 
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它 满足 (DeC(H)=eHe 一 五 HEQN, (Dgig(H)=gigH 
(g182) ! 二 g1(gzHgs')gi' 二 gi(gz(HH)),Y HEQ。 此 作用 称 为 G 
对 其 子 群 集 的 共 轿 作用 。 

有 了 群 对 集合 的 作用 这 一 概念 ,可 以 进一步 利用 群 分 析 集 合 
的 性 质 ,下 面 引进 轨道 与 稳定 子 群 的 概念 。 


2. 轨道 与 稳定 子 群 


定义 2 设 0 为 目标 集 , 群 G 作 用 于 0Q 上 ,a€E 0, 则 集合 
0. = {g(a) lieo}, 

称 为 8 在 G 作用 下 的 一 个 轨道 (orbit),a 称 为 此 轨道 的 代表 元 。 

由 轨道 的 定义 易 得 以 下 性 质 : 

(1) 车 在 Q 中 定义 二 元 关系 一 为 : 

av~0 多 3gEG 使 ga) 一 0 

则 一 是 2 中 的 一 个 等 价 关 系 , 且 每 一 个 等 价 类 就 是 一 个 轨 
道 0,。 

(2) ED. 所 0.=Q, 即 轨道 中 任 一 元 素 都 有 资格 作为 代 
表 元 。 
(3) {02,1a€E 0) 构 成 0 的 一 个 划分 ,因而 有 

19| = 3) 19,1, 


«EN 

其 中 和 式 是 对 轨道 的 代表 元 求 和 。 

上 面 可 以 看 到 目标 集 2 在 群 G 的 作用 下 被 划分 为 轨道 的 并 ， 
反 过 来 ,可 用 轨道 来 研究 群 G 的 结构 ,并 解决 轨道 长 度 与 轨道 数 
的 问题 。 

设 g€G,a€0, 若 g(a)=a, 则 称 a 是 g 的 一 个 不 动 点 (fix 
point)。 以 a 为 不 动 点 的 所 有 群 元 素 的 集合 记 作 

C.= {glg € G,g(a) = a}, 
VY g118:€E G41 有 gi(a)==a,gs(a) 二 a, 及 gi!'(a)==a, 因 而 gg;'(a} 
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=g1(a)=a 及 gigi'€EG,, 所 以 GG。 
定义 3 设 群 G 作用 于 集合 2 上 ,ae2, 则 子 群 
G,= {glg € G,g(a) = a}, 
称 为 a 的 稳定 子 群 (stabilizer) ,又 记 作 Stabc a。 

例如 ,在 例 1 中 , 群 G 对 其 本 身 82==G 的 左 正则 作用 :g (x) 二 
gX, 若 取 a€0, 则 轨道 0,=={g(a)|g€G})== {galg€G}), 由 于 VY 6 
EQ 只 要 取 g 二 ba !, 则 g(a)=ba '4a=6,bE fa。 故 得 0 二 0, 因 
而 ,2 在 G 作用 下 只 有 一 个 轨道 ,这 时 称 G 在 0 上 可 迁 
(transitive)。 稳 定子 群 Stabca= {glg€G,g(a)=a}= {glg€G， 
ga=a}={e}。 

在 例 2 中 ,G 对 0=G 本 身 的 共 轿 作用 :g (x) 二 gzrg ', 取 a€ 
0,0, 二 (g(a)lg€G}== {gag 18gEG} 一 天 是 避 重 的 一 个 共 斩 
类 。Stabca={glg€G,g(a)=a}={glg€G,gag '=a}=Co(a) 
是 a 在 G 中 的 中 心 化 子 。 

在 例 3 中 ,G 对 0Q={HIH<G} 的 共 思 作 用 :g(H)=gHg”'， 
取 定 HEQ,0n 一 {g(H)|g€G)==(gHg '|lgE€G}=Kn ,是 侯 的 
共 思 e 子 群 类 。StabesH= {glg€G,g(H)=H}={glg€G,gHg”! 
三 及} 二 Ne(H) 是 昌 在 G 中 的 正规 化 子 。 

从 以 上 例子 可 以 看 到 ,为 写 出 轨道 与 稳定 子 群 的 表达 式 , 先 写 
出 定义 ,再 将 具体 的 作用 代入 , 即 可 得 到 轨道 与 稳定 子 群 的 具体 表 
达 式 。 

关于 稳定 子 群 及 其 和 轨道 的 关系 有 以 下 性 质 : 

(1) 轨道 公式 : 10,|=[G : G,]。 

证 设 S={gG,lg€G}),02, 可 表 为 0,= {g(a)|lg€EG}, 作 对 
应 关系 9: 

P:g(a) m SC。 (0, 一 S)， 

由 于 g(a)==gi(a)Sgi'g:(a)=aD gr!'gi: €E GOgG,= 

gzGs， 所 以 是 映射 且 是 单 射 ,显然 也 是 满 射 。 
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所 以 |2.[=151=[LG: C.]。 里 
《2) 由 轨道 公式 和 和 拉 格 朗 日 定理 可 得 
1G1 = |Q.116,1, (2. 9.1) 
191 = BG: 5， 

其 中 和 式 是 对 轨道 的 代表 元 求 和 。 

(3) 同一 轨道 上 的 元 素 的 稳定 子 群 是 互相 共 轿 的 : 

Ga = 8gGsg8 :。 

读者 不 难 自己 详细 证 明 (3) 。 

公式 (2. 9.1) 可 用 来 确定 某 个 置换 群 C 的 元 素 个 数 , 由 于 G。 
是 G 的 子 群 , 阶 数 比 G 的 阶 数 小 ,容易 确定 ,例如 在 确定 某 个 几何 
体 的 旋转 群 时 , 当 几 何 体 比较 复杂 时 ,不 易 找 全 旋转 群 的 所 有 元 
素 ,这 时 可 利用 (2. 9. 1) 式 先 确定 G 的 元 素 个 数 ,然后 再 逐个 找 出 
所 有 元 素 。 在 (2. 9. 1) 中 ,由 于 G, 是 G 的 子 群 ,往往 容易 确定 ,从 
而 可 求 出 IG1|。 

例 4 确定 正四 面体 的 旋转 群 的 元 素 个 数 。 

解 取 任 一 顶点 a, 保 持 a 不 动 的 旋转 很 易 看 出 有 3 个 元 素 ， 
即 1G。|=3, 又 由 于 a 可 转 到 任何 一 个 其 它 的 顶点 , 故 |9,|= 101 
二 4, 因 而 有 1G|=10.116.|=12。 

共有 12 个 旋转 。 一 般 情 况 下 ,很 易 找 出 绕 过 顶点 的 轴 的 9 个 
旋转 。 另 3 个 是 绕 过 对 边 中 点 的 轴 转 180" 的 旋转 。 

例 5 设 X={1,2,3,4,5},G={(1), (12), (345), (354), 


(12)(345),(12)(354)}, 确 定义 在 G 作用 下 的 所 有 轨道 与 稳定 
子 群 。 


解 0.-, =0, = {1,2}, 
0.-: = = fs = (3,4,5}, 
Ga-1 =G,z = {(1),(345), (354)}, 
Goes =Gss = Gs = {(1),(12)}, 
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显然 满足 1G1=12.11G.1 。 
3. 伯 思 赛 德 (Burnside) 引 理 


下 面 解决 如 何 计算 集 合 在 群 作 用 下 的 轨道 数目 问题 。 
定理 1(Burnside 引 理 ) 设 有 限 群 G 作用 于 有 限 集 X 上 , 则 
和 在 C 作用 下 的 轨道 数目 为 


N= 二 Dx) (2. 9. 2) 
2E6 
其 中 xCg) 为 元 素 g 在 X 上 的 不 动 点 数目 ,和 式 是 对 每 一 个 群 元 
素 求 和 。 
证 设 X={ayasy…*,ar},G 二 {81,82，"…,gm) ,将 G 作用 于 
和 X 上 的 不 动 点 的 情况 用 一 个 表 表 示 出 来 , 表 的 上 表 头 为 X 的 元 


素 :a…a…aw 表 的 左 表 头 为 G 的 元 素 :g…gi…gm, 表 中 第 i 行 
第 j 列 的 元 素 记 作 E,, 并 令 
1， 当 g(a)) 一 Qi 
E, = 
0， 否则 


(i=1,2,%,m, j= 1,2.,n)。 


2 
&! xX(g1) 
1 当 g(a) =a, | 
E.= (gi) 
4 E 否则 人 
Bm Xl(gm) 
> [5616,] Ge | ZI- Bx 


然后 再 把 每 一 行 上 的 元 素 加 起 来 ,其 和 正好 是 z, 的 不 动 点 数 
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目 X(g,); 把 每 一 列 的 元 素 相 加 ,其 和 正好 是 1G. | 。 于 是 得 到 
BG = ZXCe)。 
由 于 X 是 有 限 集 ,在 G 作用 下 形成 的 轨道 数 是 有 限 的 , 故 可 

设 X 在 G 作用 下 的 轨道 为 02,0;,…,Qw。 可 把 上 式 左 边 的 和 式 先 
对 同一 轨道 上 的 元 素 a 所 对 应 的 1G.| 相 加 ,然后 再 对 不 同 的 轨道 
相 加 , 即 

2)1G.| = 2 >)1G.|， 

a€EX k=la€En, 
由 于 Goiw=gGsg-!',|Gecw|==|G.|, 即 同一 轨道 上 的 稳定 子 群 的 阶 
数 相同 , 故 

5. = |011G.| = 1c|， 


N 


所 以 D6.l= D6l= NIG|= 六 Xe)， 
EEC 


a€EX k=1 


即 得 所 证 之 公式 (2. 9. 2)。 [|] 

用 例 5 很 易 验证 Burnside 定理 ; 

分 别 计 算 G 的 每 一 个 元 素 在 X 上 的 不 动 点 数 :X(e) = 
5,X((12)) 一 3,X((345)) 一 X((354)) 一 2,X((12)(345)) 一 X((12) 
(354)) 一 0。 所 以 N= 省 (5 二 3 二 2 二 2) 二 2。 

群 对 集合 的 作用 是 群 论 中 一 个 较为 深入 的 概念 ,是 许多 应 用 
的 基础 ,将 在 下 一 节 具 体 介 绍 一 些 应 用 。 
习题 2.9 


1. 设 群 G 作用 于 集合 X 上 ,aeEX,9. 是 a 所 在 的 轨道 ， 
证 明 
bE NON,= 0,. 
2. 设 群 G 作 用 于 X 上 ,aeEX,G. 为 a 的 稳定 子 群 ,证 明 
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Ce 一 SEC.8 。 
3. 设 G 是 群 ,有 HG,0= (alaEG) 为 五 的 左 陪 集 集合 ， 
定义 gE€G 对 aHEQ 的 作用 为 
g(aH) = gal, 
证 明 满足 定义 1, 并 确定 轨道 与 稳定 子 群 。 
4.， 设 G 是 群 ,2 是 G 的 所 有 元 子 集 的 集合 ,&<1G| ,定义 
gEG 对 KKED 的 作用 为 
g(K) = gK, 
证 明 满 足 定义 1,G 在 QQ 上 是 否 可 迁 ? 
5. 设 G 是 群 ,0 是 一 个 有 限 集合 ,G 作用 于 0 上:g(z) 表 示 
gE€G 对 xzEQ 的 作用 。 
证 明 (1) g(z) 是 2 上 的 一 个 置换 。 
(2) 令 So 是 Q 上 的 对 称 群 , 则 
9:8PmSgCz) (G50) 
是 CG 到 .So 上 的 一 个 同 态 , 当 9 是 单 同 态 时 , 称 G 对 Q 的 作用 是 忠 
实 的 。 


2.10 应 用 举例 


群 论 在 计数 问题 ,数字 通信 及 近代 物理 等 方面 有 广泛 的 应 用 ， 
下 面 仅 就 在 计数 方面 的 应 用 介绍 若干 例子 。 


1 项链 问题 


在 第 一 章 中 已 经 介绍 过 项 链 问题 , 它 的 一 般 提 法 为 : 设 有 nn 种 
颜色 的 珠子 ,要 做 成 有 m 晒 珠 子 的 项 链 , 问 可 做 成 多 少 种 不 同 种 
类 的 项 链 ? 

这 里 所 说 的 不 同 种 类 的 项 链 , 指 两 个 项 链 无 论 怎样 旋转 与 翻 
转 都 不 能 重合 。 在 数学 上 可 以 描述 如 下 。 
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设 X= {1,2,…,z2} ,代表 m 颗 珠子 的 集合 ,它们 顺序 排列 组 
成 一 个 项 链 ,由 于 每 颗 珠 子 标 有 号 码 ,我 们 称 这 样 的 项 链 为 有 标号 
的 项 链 。A 二 {a1,a:，…,a,} 为 n 种 颜色 的 集合 。 则 每 一 个 映射 

f:X~>A4, 
代表 一 个 有 标号 的 项 链 。 令 
0= {ff:X> A}= A*, 
它 是 全 部 有 标号 项 链 的 集合 ,显然 有 
191 = 141™ = ww, 

是 全 部 有 标号 项 链 的 数目 。 

现在 考虑 二 面体 群 D, 对 集合 2 的 作用 。 


设 
1 2 .有 7 
-| io i | €D,., 
1 2 k... \ 
/=| ”|e ,其 中 人 € 4。 
Cy Ca enc eee Col 
定义 g 对 /的 作用 为 - 
&(1) g(2) … “|- 站 
| 
=fg '， 


则 e (f=f, gg (f)=f (ggg) "= fgi'gi', gi (gi(f))= 
gi1(fgs') 二 fgs'gi',， 所 以 gygz(f) 二 gi(g2(f)), 因 此 满足 2.9 节 
定义 1。 其 直观 意义 是 ,gE€ D。 对 了 的 作用 就 是 对 项 链 的 点 号 作 一 
个 旋转 变换 或 翻转 变换 ,因而 有 

8ED。 使 8(f1)==f: 包 帮 i 与 f; 是 同一 类 型 的 馈 fi 与 f; 属于 
同一 轨道 。 

因此 ,每 一 类 型 的 项 链 对 应 一 个 轨道 ,不 同类 型 项 链 数 目 就 是 
全 在 D。 作 用 下 的 轨道 数目 ,可 用 Burnside 引 理 求解 。 

下 一 个 关键 问题 是 :Y ge D。 如 何 求 g 在 Q 上 的 不 动 点 数 
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X(8) ,这 与 5 的 置换 类 型 有 关 。 设 g 是 一 个 1% 2%…m“ 型 置换 。& 
的 轮换 分 解 式 可 表 为 


8 一 (xx)eCx)》 (xx)e(xx)》 (2.10.1) 
入 个 如 个 
可 以 证 明 
8(f) = 1 所 对 应 式 (2. 10. 1) 中 同一 轮换 中 的 珠子 有 相 
同 的 颜色 。 (2. 10. 2) 
例如 , 设 


g 一 (12)(36)(45) € De， 
a 
f= ， 

al QI ds a: U3 az 
g(1) g(2) g(3) pg(4) g(5) g(6) 
a Qi a as as as | 
和- 汪汪 澡 
= = 
a Ql aq a3 43 az 
故 fi 是 g 的 一 个 不 动 点 。 反之 , 若 对 应 g 的 轮换 分 解 式 中 某 个 轮 

换 中 号 码 的 珠子 有 不 同 的 颜色 ,例如 

于 2 
f:= ， 

Q az 4 3 Us az 
g8(1) g(2) g(3) g(4) g(5) g(6) 
ai aa a2 as aa az 
2 
之 天 所， 


az al ar ai as az 


则 SCA = 


所 以 f, 不 是 g 的 不 动 点 。 不 难 对 论断 (2. 10. 2) 作 一 般 的 证 明 。 此 
处 不 再 著述 了 。 
下 面 我 们 来 进一步 计算 x(g)。 
xlg)= |{fif€ Q,g(f)= 7}|, 
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而 满足 g(CA)= 了 的 f, 对 应 于 g 的 同一 轮换 中 的 珠子 的 颜色 必须 
相同 ,因而 每 一 个 轮换 中 的 珠子 颜色 共有 种 选择 .而 g 所 含 的 轮 
换个 数 为 入 十 丸 十 … 十 入 ,所 以 满足 条 件 g(f/)=/ 的 项 链 颜 色 有 
mr27” 种 选择 , 故 
X(g) = ntht" th, 
将 它 代 入 Burnside 公式 ,就 得 项 链 的 种 类 数 为 
1 “| 2 
N= D1" be (2. 10. 3) 
《Cg 为 111222 mim 型 》 
其 中 和 式 是 对 Du。 中 每 一 个 置换 求 和 。 
《2. 10. 3) 式 可 进一步 表 为 


N= DD) eds hn (2, 10,4) 
WM ] 


mm 


其 中 c( ,入 ，,… ,加 ) 为 同一 类 型 的 群 元 素 个 数 ,和 式 是 对 所 有 可 能 
的 不 同 置换 类 型 求 和 。 

例 1 用 3 种 颜色 做 成 有 6 颗 珠 子 的 项 链 ,可 做 多 少 种 ? 

解 由 上 面 的 分 析 , 只 需 按 类 型 计算 每 一 个 群 元 素 的 不 动 点 
数 。m=6, 群 为 D,,10|=35。 

1 型 置换 有 1 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 Xx(g) 一 3。 

12* 型 置换 有 3 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 Xx(g)=3'。 

2 型 置换 有 4 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 XCg) 一 3?。 

3 型 置换 有 2 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 XCg) 一 3:。 

6 型 置换 有 2 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 X(g)==3。 
所 以 N= 二 (3 3X 3 +4x 9 二 2 十 2X3) 


一 92 
也 可 直接 代入 公式 (2. 10. 4) 求 得 。 
例 2 用 3 颗 红 珠 和 6 颗 白 珠 做 成 一 个 项 链 , 问 可 以 做 成 多 
少 种 不 同 的 项 链 ? 
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解 ” 这 个 问题 与 项 链 问 题 的 一 般 提 法 稍 有 不 同 ,但 可 用 同样 
方法 来 分 析 。 
设 Y 是 所 有 带 标 号 的 由 3 颗 红 珠 和 6 颗 白 珠 做 成 的 项 链 的 集 


合 ,不 难 计算 出 |Y|=| | 一 84。 

群 D, 作用 于 集合 Y 上 ,不 同 的 轨道 数目 就 是 所 要 求 的 项 链 
的 种 类 数 。 

为 计算 Ds 中 每 一 个 元 素 在 集合 Y 中 的 不 动 点 数 ,可 列表 
如 下 ， 


群 元 素 类 型 同一 类 群 元 素 个 数 x(g) Dxe) 
1? 型 84 84 
124 型 4 36 
33 型 3 6 
9 型 0 0 


DxCg) = 126 


之 


_126_ 
所 以 ”N= =7。 


这 7 种 不 同 的 项 链 如 图 2. 5。 


OCD 
ee 
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在 上 面 的 计算 过 程 中 ,关键 是 计算 每 一 个 群 元 素 的 不 动 点 数 ， 
例如 对 于 3’ 型 元 素 . 它 的 不 动 点 共有 3 个 (图 2.6) 


2. 分子 结构 的 计数 问题 


设 在 苯 环 上 结合 村 , 或 CH: ,或 NO:, 问 可 形成 多 少 种 不 同 的 
化 合 物 ? 

这 个 问题 可 分 两 种 情况 来 考虑 .第 一 种 情况 ,如 果 把 茶 环 中 各 
连接 键 看 作 是 等 同 的 , 则 分 子 结构 问题 就 是 三 种 颜色 的 6 颗 珠 子 
的 项 链 问 题 。 第 二 种 情况 ,如 果 把 茶 环 中 的 连接 键 看 作 不 同 , 单 键 
与 双 键 交替 时 (图 2. 7), 则 需 另外 考虑 。 

例 3 设 苯 环 上 碳 原子 之 间 是 由 单 键 与 双 键 交替 连接 的 ,在 
每 一 个 碳 原 子 上 结合 H, 或 CH:, 或 NO,, 问 可 形成 多 少 种 不 同 的 
物质 (其 中 有 一 种 化 合 物 为 图 2.7 所 示 的 TNT 的 分 子 结构 )? 


H NO: 
Xx 一 
C- 一 C 
/人 AN 
NO:.—C C—CH, 
\ / 
Co—C 
/ NN 
H NO; 
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解 ”这 个 问题 与 项 链 问题 的 不 同 之 处 在 于 旋转 群 G, 由 于 两 
个 分 子 重 合 时 ,必须 经 过 旋转 后 单 键 与 单 键 重合 , 双 键 与 双 键 重 
合 . 故 
G={(1),(135)(246),(153)(264),(12)(36)(45)， 
(14)(23)(56), (16)(25)(34)} 
SD;, 
全 部 有 标号 的 分 子 数 为 3 。G 作用 于 有 标号 的 分 子 结构 上 的 不 动 
点 数 计算 如 下 : 


群 元 素 类 型 


1 型 

3 型 

2: 型 
> 6 32X92 

所 以 N= 寺 X 3: Xx 92 = 138。 


即 共 可 形成 138 种 不 同 的 物质 ,此 数 比 把 各 键 看 作 等 同时 要 大 , 因 
为 不 对 称 性 增加 了 。 


3. 正 多 面体 着 色 问 题 


用 种 颜色 对 一 个 正 多 面体 的 顶点 着 色 ,如 果 两 种 着 色 法 经 
过 对 正 多 面体 进行 一 个 旋转 能 互相 重合 , 则 认为 这 两 种 着 色 法 本 
质 上 是 相同 的 。 问 本 质 上 不 同 的 着 色 法 有 多 少 种 ? 

例 4 用 ”种 颜色 对 正六 面体 的 顶点 着 色 , 问 有 多 少 种 不 同 
的 着 色 方法 ? 

解 首先 这 个 问题 与 项 链 问 题 是 类 似 的 ,因为 项 链 问题 可 以 
看 作 是 正 多 边 形 的 顶点 着 色 问题 ,因而 我 们 用 类 似 于 项 链 问题 的 
方法 先 建立 正六 面体 着 色 问题 的 数学 模型 。 
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设 和 = (1,2,…,8} 为 正六 面体 的 顶点 集合 ,4= (al,as，…. 
a,} 为 n 种 颜色 的 集合 。 则 每 一 个 映射 、f:X 一 A 对 应 顶点 的 一 
个 着 色 方 法 , 令 

Y= {f/f:X— A}= A* 
为 全 体 着 色 方 法 的 集合 , 则 得 
IY|= 4141 和 = 
为 正六 面体 项 点 的 全 部 着 色 法 数目 。 

但 是 在 这 些 着 色 法 中 ,有 些 着 色 法 可 通过 正六 面体 的 一 个 旋 
转 使 它们 完全 重合 , 即 这 些 着 色 法 本 质 是 相同 的 。 那 么 ,本质 上 不 
同 的 着 色 法 的 数目 是 多 少 呢 ? 这 就 涉及 正 立方 体 的 旋转 群 G 对 集 
合 Y 的 作用 问题 。 

在 2.4 节 中 已 经 求 出 正 立方 体 的 旋转 群 ,其 中 1 型 置换 1 
个 ,4 型 置换 6 个 ,24 型 置换 9 个 ,13? 型 置换 8 个 ,对 每 一 个 类 型 
置换 计算 不 动 点 数 ,或 直接 代入 公式 (2. 10. 4) 可 得 


和 = 击 (到 十 Gn? 十 gm 十 gm4) 


二 ,于 公关 4 2 
=24'" 二 


4. 开关 线路 的 计数 问题 


一 个 具有 两 种 状态 的 电子 元 件 称 为 一 个 开关 。 它 可 由 普通 的 
一 个 开关 或 联动 开关 组 成 。 每 一 个 开关 的 状态 由 一 个 开关 变量 来 
表示 ,例如 用 4 表示 一 个 开关 变量 ,用 0,1 表示 一 个 开关 的 两 个 
状态 , 则 开关 变量 4 的 取 值 是 0 或 1。 

由 若干 个 开关 4, ,4;,… ,A 组 成 的 一 个 线路 称 为 开关 线路 ， 
一 个 开关 线路 也 有 两 个 状态 , 接 通用 1 表示 , 断 开 用 0 表示 , 它 的 
状态 由 各 个 开关 4;(i 二 1,2,…,k) 的 状态 决定 ,因而 可 用 一 个 函数 
了 (4，,A,,…，A,) 来 表示 ,f 的 取 值 是 0 或 1, 称 了 为 开关 函数 ,每 

到 全 下 


一 个 开关 线路 对 应 一 个 开关 函数 。 
设 S={0,1), 则 开关 函数 f(41,As,….Ai) 是 SXSX…X5S 


到 5 的 一 个 映射 。 不 难得 出 ,k 个 开关 变量 的 开关 函数 共有 2* 个。 
例如 当 =2 时 共有 16 个 开关 函数 , 列 于 下 表 中 : 
k==2 的 开关 函数 


fs fs fr fs fs fio fu fis fs fr fs hs 
Bi 


ooor- 


0 Ts 双 
i RR 
0 1 0 1 0 1 

但 是 不 同 的 开关 函数 可 能 对 应 于 相同 的 开关 线路 ,例如 图 2.8 
中 的 两 个 开关 线路 对 应 两 个 开关 函数 ,但 这 两 个 开关 线路 本 质 上 
是 相同 的 ,因此 ,我 们 的 问题 是 由 个 开关 可 组 成 多 少 种 本 质 上 不 
同 的 开关 线路 ? 


i 


(a) (6) 


图 2.8 


设 X={41,4,…,4,},G= 二 5, 是 了 上 的 对 称 群 。 令 0= {了 /， 
fo,… fm},m 二 2* 是 XX 上 的 所 有 开关 函数 的 集合 .定义 ceEG 对 
EQ 的 作用 为 o(f)= fo, 对 任何 A;EXX 有 oo(f) (4;) = 
flo(Ai)), 则 由 ol 及) 二 ol(f) 可 得 用 二 f,, 故 G 是 作用 0 上 的 管 


换 群 。f' 和 f; 对 应 于 本 质 上 相同 的 开关 线路 的 充 要 条 件 是 它们 
5 全 


在 G 的 作用 下 在 同一 轨道 上 ,因而 有 

本 质 上 不 同 的 开关 线路 的 数目 =2 在 G 作用 下 的 轨道 数 。 

可 用 Burnside 定理 解决 此 问题 。 

例 5 求 k=3 的 开关 线路 的 数目 。 

解 G==5,。 首先 ,我 们 来 看 如 何 计算 G 中 元 素 g 的 不 动 点 数 
X(g)。 

例如 ,要 求 g1==(12) 的 不 动 点 数 X(g1), 即 满足 g1(f1)=/ 的 
开关 函数 数目 ,这 时 要 对 f 附加 以 下 条 件 : 

(0,1,4:) = f(1,0,A,) 

有 6 个 函数 值 f(0,0,0),f(0,0,1),f(0,1,0),f(0,1,1),f(1,1, 
0),f(1,1,1) 可 任意 取 值 ,因而 共有 2 个 函数 在 & 的 作用 下 不 
动 ,所 以 xX(g1) 二 2, 类 似 可 求 得 其 它 元 素 的 不 动 点 数 ,列表 计算 
如 下 : 


5; 作用 在 2 上 不 动 点 数 


此 类 群 元 素 个 数 ”每 类 群 元 素 的 不 动 点 数 之 和 
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所 以 N= 击 忆 xe) = 铭 = so 
即 共 有 80 种 开关 线路 。 
5. 图 的 计数 问题 


首先 给 出 两 个 图 的 同 构 的 概念 : 
设 G=(Vi,E) ,Gs 一 (Vs,E,) 为 两 个 图 ,车 存在 双 射 o: ri 一 
V: 满 足 
1 


(usyzi) E 天 后 (ou),o(u)) € E,, 

则 称 C, 与 C: 同 构 。 

直观 上 看 ,两 个 同 构 的 图 除 点 号 有 区 别 外 是 相同 的 .下 面 讨论 
如 何 计算 不 同 构 的 图 的 数目 。 为 此 ,我 们 要 进一步 描述 此 问题 。 

设 V={1,2,…,n}) 为 n 个 点 的 集合 ,Y={{i,j)|i,jEV ,i 天 
让 是 V 的 二 元 子 集 的 集合 ,4 一 {0, 1) , 则 每 一 个 映射 

g:Y>A, 
对 应 一 个 图 G=(V,E), 其 中 
E= {{vv)}|{viv} EY Hg({vi,v}) = 1}, 
全 部 Y 到 4 的 映射 的 集合 
N= {glg:Y > A}= A’。 

我 们 用 同时 表示 个 点 上 的 全 部 图 的 集合 , 则 


I9l=141"=2(?)， 


2 中 的 图 的 点 都 是 有 标号 的 。 
下 面 考虑 不 同 构 的 图 的 数目 。 设 S, 是 次 对 称 群 ,定义 5, 对 
中 的 作用 为 :Y ccESY G=(V,E)EQ,o 对 G 的 作用 为 
o(G) = (V,o(E)), 


其 中 


CCGE) 一 {({cGi),oG)) 7) € E} 

显然 o(G) 与 G 是 同 构 的 ,它们 在 同一 轨道 上 。 因 而 不 同 构 的 图 的 
数目 ,就 是 5, 作用 于 2 上 的 轨道 数 ,可 用 Burnside 引 理 求 得 。 下 
面 的 关键 问题 是 求 每 一 个 元 素 cE 5, 在 Q 上 的 不 动 点 数 ,我 们 用 
一 个 具体 例子 来 说 明 计算 方法 。 

例 6 求 4 个 点 的 不 同 构 的 图 的 个 数 。 

解 设 

Q= {VV,E)|IV|I= 4}, 
考虑 S, 对 2 的 作用 ,计算 5, 中 每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 : 
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对 元 素 e, x(e)=10|=2(2) 一 25 一 64。 
对 1:2: 型 元 素 : 例 如 ec 一 (12)(3)(4), 若 G 是 的 不 动 点 : 
o(G) 二 G, 则 G 所 对 应 的 映射 g:Y 一 4 应 有 以 下 限制 
g({1,3})=g({(2,3}), 
g({1,4})=g({2,4)), 


因而 Y ee 由 选择 函数 值 的 个 数 为 4, 即 为 {1,2)， 
{153} 5 ，{3,4), 所 以 X(o)=2'。 
对 1'3! sa r 一 (123)(4). 若 G 满足 5G)=G, 则 G 
所 对 应 的 映射 g:Y 一 4 必须 满足 
g({1,2)) =g({2,3}) = g({3,1)), 
g({1,4})) =g({(2,4}) = g({3,4)), 
故 Y 中 的 元 素 的 像 可 自由 选择 的 元 素 个 数 只 有 2 个 ,所 以 X(r) 一 
2 
对 2: 型 元 素 : 例 如 a 二 (12)(34) ,类 似 的 分 析 可 得 X(a) 二 2:。 
对 4' 型 元 素 : 例 如 B==(1234) ,类 似 的 分 析 可 得 Xx(B) 一 22:。 
由 Burnside 引 理 得 


N= 吉 (2 6X2 8X2+3X2+6xX2) 


=(2 +6X2+4+3X2+3) 


一 11， 
这 11 个 图 如 图 2. 9 所 示 。 
习题 2. 10 
1. 用 3 种 颜色 做 成 有 5 颗 珠 子 的 项 链 , 问 可 做 成 多 少 种 类 
的 项 链 ? 
2. 在 苯 环 上 结合 3 个 H 与 3 个 CH ,可 形成 多 少 种 同 分 异 
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图 2.9 
构 体 (将 葵 环 上 的 键 看 作 相同 )? 


3. 对 正六 面体 的 面 用 ”种 颜色 着 色 有 多 少 种 本 质 上 不 同 的 
着 色 法 ? 


4. 5 个 点 的 不 同 构 的 图 有 多 少 个 ? 


2. 11 群 的 直 积 和 有 限 可 换 群 
本 节 讨论 由 两 个 已 知 的 群 构造 一 个 新 的 群 , 即 两 个 群 的 直 积 ， 
然后 利用 直 积 继续 研究 群 的 内 部 结构 。 


1. 群 的 直 积 
定理 1 设 Cl,C: 是 两 个 群 ,G1XG,={(a,b)|la€G1,b€ Gi} 


在 G: XG 中 定义 乘法 : (a;,61) (as,bs) 二 (qaz,bbs), 则 Gi XG 
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关于 这 种 乘法 构成 群 ,并 称 G, X G, 是 G, 和 G, 的 直 积 (direct 
product)。 

此 定理 的 证 明 很 简单 ,请 读者 自己 证 明 。 

在 GXG, 中 ,单位 元 是 (e,,e;)。 任何 一 个 元 素 (a,6) 的 逆 元 为 
(a 0)。 当 CC: 都 是 可 换 群 时 ,G1 XG 也 是 可 换 群 。 当 G 
和 Gs 都 是 有 限 群 时 ,G1 XG 也 是 有 限 群 , 且 |G1XG;|=|G1|1G,|。 
任 一 元 素 的 阶 为 o[(a,58)]=[o(a),0C6)] 一 oC4) 和 o06b) 的 最 小 公 
倍数 。 

例 1 Gi=Cs= {eva},Gs=C,= {er,b}, 则 G1XGs=CsXC 
三 {(e1vez),(e1,6),(a,ez),(a,b)) 之 KK， (Klein 四 元 群 )。 

例 2 r,s 是 两 个 整数 ,(r,s)=1, 则 有 CXC,=C,,。 

证 因为 C,XC,={(ai,6)|i=0,1y"… yr 一 1,j 二 0,1,n% ,5 
1},0(a)=r,0(b)=s,o[ (a,b)]=rs, 且 因 |C,XC,|=rs。 所 以 C,x 
C=((a,b))=C,,。 

一 般 情况 下 ,一 个 群 能 否 表 为 两 个 群 的 直 积 呢 ? 

定理 2 设 G 是 群 ,4,B 是 G 的 两 个 子 群 ,并 满足 

() A,BAG, 

(iD G=AB, 

dii) ANMNB= {e}, 

则 G 纪 AXB。 

证 由 (i) 可 将 G 表 为 G={abla€E 4,bEB)。 而 AXB= 
{(a,b)la€E ALEB}, 

作 G 到 AXB 的 对 应 关系 f: ab (a,6) 

因为 aib1==asbsS aT'as=bb7'E ANB SG aT'as=bbi!'=e 
三 az 和 乌 一 入, 所 以 是 映射 且 是 单 射 ,f 也 是 满 射 。 

对 任何 zi=apb ,zs 二 azbsE€G 有 f(zizz) 二 f(aibiazb), 由 条 
件 (Gi 和 (ii) 及 2.6 节 中 关于 正规 子 群 的 性 质 ,4 和 B 的 元 素 可 交 
换 , 故 有 f(zxizs)=f (abiazbs) = f (Caiasbibs) 一 (aiasy bib;) = 
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(aisbi (a2.bs)= f(z)f (zs)。 


所 以 CS224XB。 于 
例 3 设 G 是 有 限 可 换 群 ,1G|=pq(p,g 为 互 异 素数 ), 则 C 
SC,XC,=Cnm。 


证 分 以 下 几 种 情况 讨论 : 

(1) 若 G 中 存在 pg 阶 元 a, 则 G= (a)=Cm 和 CXC,。 

(2) 车 G 中 存在 p 阶 元 a 和 4 阶 元 5, 则 元 素 ab 是 pg 阶 元 ， 
即 为 情况 (1)。 

(3) 车 对 任何 xEG\{e} 有 olz)=p, 取 a 六 e,H1==(a1),as 久 
Hi, Hi=(a2), 则 HINMNH,= {e}, HIH,<G,|HIiH,|=p’||G|, 
矛盾 。 

对 一 般 的 有 限 可 换 群 ,也 可 将 其 表 为 一 些 循环 群 的 直 积 ,从 而 
揭示 它 的 结构 。 


2. 有 限 可 换 群 的 结构 

为 讨论 有 限 可 换 群 的 结构 ,我 们 需 引 进 关于 整数 的 初等 
子 组 与 不 变 因 子 组 的 概念 。 

定义 1 设 ” 是 一 个 正 整 数 ， 

(1) 车 可 表 为 


Ba 


n= prprpr, 
其 中 p;(i=1,2,…,s) 为 素数 ,不 要 求 互 异 ,a; 之 1, 则 称 {pY,p%， 
…,p”) 为 nn 的 一 个 初等 因子 组 。 
(2) 若 n 可 表 为 
n = hih,*h,, 
且 扩 | 二 1,2, ,7 一 1), 则 称 {h,h,…,h,} 是 的 一 个 不 变 
因子 组 。 
注意 的 是 ,初等 因子 组 中 的 素数 可 以 有 相同 的 ,不 变 因子 组 中 
的 整数 也 可 以 有 的 相同 。 例 如 2 的 初等 因子 组 有 {2:},{2:,24+}， 
"124 。 


{22,23),{2,2,23), (2,27,27),{2,2,2,2:} 和 {2,2,2,2,2),25 的 不 
变 因子 组 与 初等 因子 组 相同 ,但 是 一 般 情况 下 两 者 不 同 。 例 如 ,12 
的 初等 因子 组 有 {2*,3},{2,2,3), 而 它 的 不 变 因子 组 为 {12} 和 
{2,6)。 

整数 的 初等 因子 组 与 不 变 因子 组 的 概念 与 线性 代数 中 4* 和 矩阵 
的 初等 因子 与 不 变 因子 的 概念 类 似 。 给 定 一 个 ”怎样 写 出 它 的 初 
等 因子 组 与 不 变 因子 组 呢 ? 由 定义 1, 先 写 出 ”的 标准 分 解 式 , 然 
后 再 写 出 所 有 可 能 的 非 标准 分 解 式 。 对 应 每 一 个 分 解 式 得 到 一 个 
初等 因子 组 。 由 初等 因子 组 可 通过 以 下 方法 将 每 一 个 初等 因子 组 
变 为 不 变 因 子 组 :在 一 个 初等 因子 组 中 取 不 同 素数 的 最 高 乘 寡 作 
乘积 ,然后 将 这 些 乘 寡 去 掉 ,在 剩 下 的 乘 寡 中 重复 以 上 过 程 ,直至 
所 有 乘 寡 都 已 去 掉 , 就 得 到 了 一 个 不 变 因 子 组 对 每 一 个 初等 因子 
组 重复 以 上 过 程 。 例 如 ==72 可 表 为 一 23。3: 一 22。2。3: 一 
2.2.2.3=2 .3。3=2: .2.3。3=2.2.2.3.3, 所 以 ， 
的 全 部 初等 因子 组 为 {22,3:}，,(22,2,32),{2,2,2,3:),{22,3,3)}， 
{2?,2,3,3}, {2,2,2,3,3}。 对 每 一 个 初等 因子 组 用 以 上 方法 可 得 
到 相应 的 不 变 因 子 组 为 :{72)}, {36,2),{18,2,2),{24,3),{12,6})， 
16,6,2})。 

对 于 有 限 可 换 群 ,可 把 它 表 成 一 些 简 单 的 循环 群 之 直 积 。 以 下 
两 个 定理 将 给 出 其 表示 方法 ,由 于 其 证 明 过 程 要 用 到 群 的 
(Sylow) 理 论 , 此 处 不 予 证 明 , 只 要 求 读者 会 用 。 

定理 3 设 G 是 有 限 可 换 群 ,1G|=n, 则 G 可 表示 为 

G=Cm X Co XX Cp 
其 中 (ph,pz，,…,p**) 是 的 某 一 个 初等 因子 组 ,也 称 为 群 G 的 初 
等 因子 组 。 两 个 有 限 可 换 群 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 
初等 因子 组 。 

定理 3 说 明了 有 限 可 换 群 的 结构 是 完全 确定 了 的 , 它 只 可 能 
是 一 些 循环 群 的 直 积 ,并 与 的 初等 因子 组 相对 应 ,因而 我 们 只 要 
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求 出 n 的 所 有 初等 因子 组 就 确定 了 所 有 阶 可 换 群 的 类 型 。 

例 4 设 G 是 有 限 可 换 群 ,上 且 |G|==p*(p 为 素数 ) ,决定 G 的 
所 有 可 能 的 类 型 。 

首先 求 出 整数 a 的 所 有 分 拆 , 对 应 于 每 一 个 分 拆 {a ,Qs,…， 
十 十 十 a 二 aya 人 qs 过 … 芝 a,, 有 一 个 初等 因子 组 {p"， 
,pp"), 对 应 了 一 个 p' 阶 可 换 群 Cy" X…XCy, 这 样 ,p" 阶 可 换 
群 共有 P(x) 个 。P(a) 为 整数 x 的 分 拆 数 ( 参 看 [6])。 

例 5 决定 所 有 36 阶 可 换 群 。 

解 ” 36 二 23’, 它 的 初等 因子 组 {2,37}, {2,2,3}, {2?,3， 
3),{2,2,3,3) ,因而 36 阶 可 换 群 共有 4 个 : 

Cie CIXCIXO CIX CIXKCI CHKCKOIKG, 

这 4 个 群 又 可 简化 表示 为 

Gur GXO CXCian GX Cy, 

因而 ,用 初等 因子 定理 得 到 的 有 限 可 换 群 的 直 积 表示 不 是 最 
简单 的 ,用 以 下 定理 可 得 最 简单 的 直 积 表示 方法 。 

定理 4( 不 变 因 子 定理 ) 设 G 是 有 限 可 换 群 ,1G|=n, 则 GG 
可 表 为 

G=C, XC,, xX XC,, 

其 中 {有 ,hs，…,h,) 为 n 的 某 一 个 不 变 因 子 组 ,也 称 为 G 的 一 个 不 
变 因 子 组 。 两 个 有 限 可 换 群 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 
不 变 因 子 组 。 

由 此 定理 可 知 ,通过 的 所 有 不 变 因 子 组 可 得 到 相应 的 阶 
可 换 群 可 能 的 结构 ,并 且 由 此 得 到 的 表示 形式 比 初等 因子 组 所 对 
应 的 表示 形式 简单 的 不 变 因子 组 可 用 分 解 因子 的 方法 得 到 ,也 
可 从 初等 因子 组 得 到 。 

上 述 决定 的 不 变 因子 组 的 步骤 如 下 ， 

(1) 将 表 为 标准 分 解 式 :例如 ,n= 二 36 二 223?。 

(2) 由 指数 的 分 拆 求 出 所 有 初等 因子 组 : {2?,3?), {2,2,37)， 
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(3) 对 应 于 每 个 初等 因子 组 ,通过 逐次 提取 最 高 次 寡 , 求 出 相 
应 的 不 变 因子 组 : {36),{2,18),{3,12),{6,6}。 

例 6 决定 48 阶 可 换 群 的 所 有 类 型 。 

解 48 二 3X2', 它 的 不 变 因 子 组 有 {48}, {2,24), {4,12)， 
{2,2,12},{2,2,2,6} ,所 以 48 阶 可 换 群 共有 5 个 :Css,CsXC,C, 
XCXOXC NC KE EC 

例 7 决定 所 有 8 阶 群 。 

解 若 G 是 可 换 群 , 则 由 定理 2,G 可 能 有 以 下 三 个 : 

Co 

若 G 是 非 可 换 群 , 则 G 中 无 8 阶 元 , 且 必 有 4 阶 元 (否则 C 中 
除 单位 元 外 只 可 能 有 2 阶 元 ,因而 G 是 可 换 群 )。 设 <cEG,oCa)= 
4, 则 妃 =(z) 4 G, 可 分 以 下 两 种 情况 讨论 : 

(1) 车 在 G\H 中 有 一 2 阶 元 56, 则 G= {esaya?,a’,b,ab,a’b。 
a%b} ,我 们 来 看 元 素 ba ,由 4 天 ab( 否 则 G 是 可 换 群 ) ,ba 天 a20( 否 
则 可 得 ec=b-a2b,a2z 一 (iazb)2 一 e ,与 o(a) 一 4 了 矛盾 )。 故 有 如 = 
aa0 一 2074。 

所 以 G={a'blo(a)=4,0(6)=2,ba=a- 20}S2D，。 

(2) 车 在 G\H 中 全 部 是 4 阶 元 , 设 5EGNH ,0(45)==4, 则 G= 
{evarar sas ,bwab,a'b,ab) ,不 难 验 证 它 与 四 元 数 群 Qs(2. 1 节 习 题 
2) 同 构 。 

我 们 可 把 10 阶 以 下 的 所 有 群 的 类 型 列表 如 下 : 


Ne TE 
GI |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
可 {e} CC Cs Cs Ce Cs Cs Cs Co 
CzXCz CXC CsXCs 
换 CXCiXC, 
不 5 D, D, 
可 
换 Qs 
ee i se 


习题 2. 11 


1. 设 C 是 群 ,G,,G: 是 G 的 两 个 正规 子 群 , 且 G= (Gi,G,》， 
GG:={e} ,证 明 : 
GQG, XG,。 
2.， 证 明 :2/(6) 和 名 Z/(2) X21/(3)。 
3. 设 G=G1XGs, 证 明 :G/G1 生 Gs,G/G; 名 G1。 
设 A,B<G,G=AXB,N 4 4h, 证 明 :G/N 名 (A/N) Xx 


5. 写 出 45 阶 交换 群 的 一 切 可 能 类 型 。 
6. 写 出 144 阶 交换 群 的 一 切 可 能 类 型 。 
7. 试 求 n 阶 交换 群 的 可 能 类 型 数 。 


2. 12 有限 群 的 结构 , 西 罗 定理 


上 节 我 们 讨论 了 有 限 可 换 群 的 结构 , 任 一 个 有 限 可 换 群 可 表 
示 为 循环 群 的 直 积 , 其 可 能 的 类 型 是 完全 确定 的 ,那么 对 于 非 可 换 
的 有 限 群 ,是 否 有 类 似 的 结构 呢 ? Sylow 定理 就 是 回答 这 个 问题 。 
下 面 先 给 出 几 个 概念 。 


1. p- 子 群 与 Sylow p- 子 群 


设 群 G 的 阶 为 |G|=p'm, 这 里 为 素数 ,a 宇 1,(p,n1)==1。 则 
G 中 一 个 疡 (1<k<a) 元 子 群 称 为 p- 子 群 ,而 p" 元 子 群 称 为 G 的 
Sylow p- 子 群 。 也 就 是 说 ,Sylow p- 子 群 是 G 中 阶 数 为 p 的 最 高 次 
军 的 子 群 。 当 |G|=p"' 时 ,Sylow p- 子 群 就 是 G 本 身 , 它 的 所 有 非 
单位 子 群 都 是 p- 子 群 。 对 于 一 般 的 有 限 群 是 否 存 在 Sylow p- 子 群 
呢 ? 下 面 的 西 罗 定理 将 回答 这 个 问题 。 
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2. 西 罗 (Sylow) 定 理 


西 罗 定 理 实际 上 是 一 系列 定理 ,包括 存在 定理 .包含 定理 、 共 
斩 定 理 和 计数 定理 。 由 于 它们 互相 之 间 关 系 紧 密 , 证 明 过 程 互 有 联 
系 , 我 们 把 它们 写成 一 个 定理 , 既 便 于 记忆 ,又 便于 证 明 。 

定理 (Sylow) 设 G 是 有 限 群 ,1G|=p'n,p 为 素数 ,a 宇 1， 
(ps) 二 1, 则 

(i) (存在 定理 ) G 中 有 Sylow p- 子 群 ,上 且 V &kE [1,aj( 这 里 
的 闭 区 间 记 号 表示 整数 范围 ,有 p* 阶 子 群 。 

(ii) (包含 定理 ) 每 个 p- 子 群 被 包含 在 一 个 Sylow p- 子 群 
之 中 。 

(iii)〈 共 孝 定理 ) G 中 任何 两 个 Sylow p- 子 群 互相 共 绒 。 

(iv) (计数 定理 ) G 中 Sylow p- 子 群 的 个 数 记 作 N(p"), 则 
N(p") 三 1(mod p), 且 有 N(p")=[G: Neb(P)J 和 NCp")11G1, 其 
中 己 为 任 一 Sylow p- 子 群 ,N64P) 为 P 的 正规 化 子 。 

下 面 我 们 逐一 证 明定 理 中 的 四 个 部 分 ,在 证 明 过 程 中 主要 用 
到 的 一 个 工具 是 2. 10 节 中 介绍 的 群 对 集合 的 作用 。 

证 (的 证 明 的 主要 思路 是 对 1G1 作 归纳 法 ,分 析 G 中 的 非 
平凡 子 群 5S, 若 pt1S|, 则 考虑 群 方程 ,得 出 G 的 中 心 C 有 户 阶 元 
a, 并 对 G/《a) 使 用 归纳 假设 。 下 面 是 详细 证 明 过 程 : 

首先 我 们 只 需 证 明 Y kE [1,aj 存 在 p* 阶 子 群 。 对 |G| 作 归纳 
法 。 当 |G|=p 时 结论 显然 成 立 。 下 设 1G1=prn>>p, 易 见 G 中 必 
有 非 平凡 子 群 S。 车 有 非 平凡 子 群 S 使 pr*|1S|, 则 由 1S1 过 1G1| 及 
归纳 假设 , 知 S 中 有 p* 阶 子 群 ,结论 成 立 。 

否则 ,对 G 中 任何 非 平凡 子 群 S 均 有 pt1S|, 因 而 由 拉 格 朗 
日 定理 ,得 对 任何 非 平 凡 子 群 S 均 有 pl[G : S]。 考 虑 群 方程 

IG| = IC| 十 PIG: Coa)], 
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于 和 式 中 每 一 项 均 有 pi[G:Cs(a)], 因 而 p| 1C|。 由 可 换 群 性 
质 (2. 6 节 定 理 3),C 中 有 pp 阶 元 a。 对 商 群 G'==G/(a) 使 用 归纳 假 
设 , 知 G' 中 有 p(kE [0,a 一 1]) 阶 子 群 N。 

设 p 是 G 到 G' 的 自然 同 态 , 则 yg '(N) 是 G 中 p(kE[1,a]) 
阶 子 群 , 得 证 。 

(ii) 的 证 明 的 主要 思路 是 任 取 一 个 p- 子 群 H 并 将 它 作用 于 
Sylow p- 子 群 P 的 共 思 类 上 ,可 证 明 有 长 度 为 1 的 轨道 ,从 而 得 到 
五 被 包含 在 某 个 gPg“!' 中 。 详 细 过 程 如 下 : 

设 太 是 任 一 p- 子 群 ,P 是 任 一 Sylow p- 子 群 ,Q={gPg-'| 
SEG} ,定义 妞 对 9 的 共 印 作用 :ALgPg -中 =AgPg-j: ,得 到 


轨道 Qi 二 1,2,…m 和 10| = 六 10|。 


由 2.7 节 定 理 3 知 |Q|=[G : Ns(P)], 易 见 pt1Q|。 故 有 jE 
[1,m] 使 pt19;|。 又 由 轨道 公式 (2.9 节 ),|0,|=[H : StabnPi]， 
得 19;|=p*,s 宇 0, 因 而 有 |0)|=1。 

设 Q; 的 代表 元 为 Pj, 则 Y hE€H 有 hPjh-!'==P;, 从 而 可 得 
HP, 二 PH ,由 子 群 乘积 的 性 质 知 HP,; 是 子 群 且 有 |HP;|==p", 所 
以 Pj, 得 证 。 

(iii) 的 证 明 只 要 在 Gi) 中 取石 为 男 一 Sylow p- 子 群 即 可 
完成 : 

设 妃 与 尸 为 G 中 任意 两 个 Sylow p- 子 群 ,重复 (i) 的 过 程 ， 
可 得 太志 Pj, 从 而 得 到 态 =P, 二 gjPg; '， 所 以 玉 与 P 共 罗 。 

(iv) 的 证 明 的 主要 思路 是 利用 (ii) 中 得 到 的 结果 : N (p") = 


= Dol lol=p 's 宇 0。 只 需 证 明 长 度 为 1 的 轨道 只 有 


= 下 面具 体 给 出 证 明 。 
设 P 为 菜 个 Sylow p- 子 群 ,0={gPg '|gE€G}。 由 (Gi) 知 0 
包含 全 部 Sylow p- 子 群 ,N(p')= 10|==[G : Ne(P)]。 因 而 剩 下 
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只 需 证 明 N(p)==1(mod 户 。 

在 (iib) 的 证 明 过 程 中 , 取 已 也 是 一 个 Sylow z- 子 群 ,由 已 对 
0 的 共 锯 作用 ,得 到 |0 | 一 > 121.12| = p's 之 0, 且 存在 长 
度 为 1 的 轨道 Qi:12,| = 1,0, = {Pj)。 并 且 过 P, 由 于 


| 已 | = |Pj| = p", 所 以 及 二 P,。 如 果 另外 还 有 一 个 长 度 为 1 的 
轨道 2:10,|=1,0,= {Pi}。 则 亦 有 HHP, 和 五 =P,。 因而 02,= 


9,。 故 长 度 为 1 的 轨道 是 唯一 的 ,所 以 NG = 219 二 1(mod 
户 ) 。 图 

利用 西 罗 定理 可 以 分 析 有 限 群 的 子 群 结构 ,从 而 进一步 得 到 
整个 群 的 构造 与 性 质 。 对 于 有 限 可 换 群 的 定理 3(2. 11 节 ) 可 用 西 
罗 定理 来 证 明 。 对 非 可 换 的 有 限 群 ,可 用 西 罗 定理 来 确定 某 些 群 的 
结构 和 讨论 某 些 群 的 单 性 等 问题 .在 举例 之 前 ,让 我 们 注意 以 下 几 
个 事实 ,其 中 有 些 可 从 西 罗 定 理 直 接 推 得 。 

(1) 车 G 中 有 唯一 的 着 阶 子 群 妃 , 则 已 4 G。 

(2) NCpo)11G|。 

(3) 设 太 4 G, 若 末 包 含 G 的 一 个 Sylow p- 子 群 , 则 HH 包含 
G 的 所 有 Sylow p- 子 群 。 

(4) 若 p 为 素数 ,p11G1, 则 G 中 有 zp 阶 元 。 这 就 把 2.6 节 中 
的 定理 3 对 可 换 群 的 结论 推广 到 一 般 有 限 群 。 

例 1 证 明 35 阶 群 是 循环 群 。 

证 设 1G1=35=5X7, 由 Sylow 定理 , 知 G 中 有 5- 子 群 
Pl 和 7- 子 群 Pi, 且 Pi 衬 (Zs, 十 ),P, 实 (2Z1, 十 ), 又 由 NN (5')== 
1(mod 5),N(7') 二 1(mod 7), 可 推出 N(5)==1 和 NC7')=1。 从 
而 得 PQG 和 PC, 又 由 G=PP: ,PP:=(e}, 由 2.11 节 定 
理 2 得 到 G 实 PXP, 守 Cs; XC,=C;s。 

例 2 证 明 56 阶 群 不 是 单 群 。 
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证 设 1CG1=56 一 2。7,G 中 有 7 阶 子 群 和 8 阶 子 群 。 由 
N(7) 寺 1(mod 7) 及 N(7')156。 得 N(7') 二 1 或 8。 

(1) 若 N(7 0) 一 1, 则 此 唯一 的 Sylow 7- 子 群 是 正规 子 群 ， 
G 非 单 群 。 

(2) 车 NC7)==8, 设 这 8 个 7- 子 群 为 Pi,Pi,…,Pes 则 1 则 P| 
一 49, 必 有 N(C23) 一 1, 故 8 阶 子 群 是 唯一 的 ,因而 是 正规 子 群 ， 
G 非 单 群 。 

下 面 的 例子 比较 复杂 ,所 用 的 工具 比较 多 。 

例 3 证 明 12 阶 非 Abel 群 有 三 个 :4,Ds 和 了 T= 《a,b|0Ca) 
=6,0(b)=4,6b4a=a™'b)。 

证 1G|=12=2*，3, 我 们 从 考虑 G 中 的 3- 子 群 入 手 。 由 计 
数 定理 N(3)==3k 十 1 及 N(3)112, 得 NN(3)==4 或 N(3)=1, 故 可 
分 以 下 两 种 情况 讨论 : 

(1) N(3)=4。 设 Sylow 3- 子 群 的 集合 为 

0 = {P,P,,P;,P,}, 
考虑 C 对 的 共 轿 作用 pg mm f4;fi(Pi)=gPig ', 因 而 有 9(G) 
X50=5,。 

可 以 证 明 p 是 单 同 态 :kerp 一 辣 N (PD), 由 于 |0|=[G: 
Ne(Pi)], INe(P)|=1G1/1Q1=3, 所 以 Noe(P;)=P,, 故 kerp= 
{e}。 

由 此 得 G 衬 gyG)<S,。 而 5S, 中 12 阶 子 群 只 有 4, 所 以 G 宕 
A,。 

(2) N(3)=1。 这 时 Sylow 3- 子 群 P 是 正规 子 群 。 

首先 证 明 G 中 必 有 6 阶 元 a: 令 P=(c), 由 于 P<IG,C 的 共 
思 类 KK.SP, 所 以 |K.|=2,[G : Ce(c)]=2, 得 到 |Celc)|=6。 因 
为 G 中 只 有 两 个 3 阶 元 :c 与, 故 Celc) 中 必 有 2 阶 元 d, 由 4 与 
c 可 交换 得 O(cd) 二 6。 得 a=cd。 
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取 6bEG\la), 则 G 可 表 为 


G= {a,abli= 0,1,..,5}, 


易 见 a 10 天 0 ,6,ba? ,ba’,ba',ba’, 得 a 20 一 ps。 因此 
当 0(6)=2 时 ,G==(a,b10(a)=6,0(8)=2,ba=a 'b) 实 Ds。 
当 0(6)==4 时 ,G==(a,b|0(a)=6,0(6)=4,ba==a 6) 衬 T。 
当 0(4)==6 时 ,因为 (a) <IG,bab 'E (oa ,可 得 bb: 一 ci。 又 


EE (a),b 二 a? 或 a', 通 过 计算 可 得 at=e, 与 0(a) 二 6 蔬 盾 。 


综 上 ,12 阶 非 Abel 群 只 有 三 个 :A,,D: 和 7 了。 

西 罗 定 理 是 群 论 中 难度 比较 大 的 内 容 之 一 ,对 于 群 论 要 求 不 
高 的 专业 来 讲 , 这 部 分 内 容 可 作为 选 学 内 容 .特别 是 如 果 课 时 比较 
少 ,2. 11 节 和 2. 12 节 都 可 略 去 。 


习题 2. 12 
1. 证 明 155 阶 群 是 循环 群 。 
2. 确定 S, 的 不 同 的 Sylow 子 群 的 个 数 。 
3. 证 明 40 阶 群 不 是 单 群 。 
4: p,q 是 素数 ,证 明 pg 阶 群 不 是 单 群 。 


5. 


设 记 为 素数 ,pj IG|,N 4G 目 (p,IG/N|)=1, 则 N 包 


含 所 有 的 Sylow p- 子 群 。 
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环 是 有 两 个 二 元 运算 并 建立 在 群 的 基础 上 的 一 个 代数 系统 ， 
因此 它 的 许多 基本 概念 与 理论 是 群 的 相应 内 容 的 推广 。 同 时 环 也 
有 一 些 特殊 的 问题 ,例如 因子 分 解 问题 等 。 因 此 ,读者 在 学 习 这 一 
章 时 ,应 随时 与 群 的 相应 概念 与 理论 进行 比较 , 既 起 到 复习 前 面 的 
内 容 的 作用 ,又 学 习 新 的 知识 。 


3.1 环 的 定义 和 基本 性 质 


1. 环 的 定义 


定义 1 设 4 是 一 个 非 空 集合 ,在 4 中 定义 两 种 二 元 运算 ， 
一 种 叫 加 法 , 记 作 十 , 另 一 种 叫 乘法 , 记 作 。，。 且 满足 

(1) (4, 十 ) 是 一 个 可 换 群 ; 

(2) (4,。) 是 一 个 半 群 ; 

(3) 左 、 右 分 配 律 成 立 :对 任何 a,b,cE 4A 有 

a(b++c) =abt+ac,(lat+ c=ac+tbhe, 

则 称 代数 系 (4 ,十 ,* ) 是 一 个 环 (ring)。 

如 果 环 (4 ,十 ,，) 对 乘法 也 是 可 交换 的 , 则 称 4 是 可 换 环 。 

例 1 整数 集合 Z 对 普通 加 法 是 群 且 可 交换 ,对 普通 乘法 是 
半 群 ,也 可 交换 ,并 且 对 加 法 和 乘法 适合 分 配 律 ,所 以 CZ, 十, *) 
是 环 , 且 是 可 换 环 。 

“134。 


同样 ,Q,R,C 对 十 和 “。 也 构成 环 。 
例 2 设 
Z[i]={atbila,bEZ, ;一 V 一 1)， 

ZL 站 对 复数 加 法 和 复数 乘法 构成 环 , 称 为 高 斯 整数 环 。 

例 3 设 

Z,= {0,1,2,. ,nn—1} 
是 整数 模 的 同 余 类 集合 ,在 Z, 中 定义 加 法 和 乘法 分 别 为 模 的 
加 法 和 乘法 : > 
at+b=a+b, a* b=ab。 

在 群 论 中 我 们 已 经 熟知 (2Z,, 十) 是 群 ,(Z,,， ) 是 半 群 ,下 面 我 

们 证 明 分 配 律 成 立 : 
Q&(5 十 c) 一 4 (GF) =ab+e)=abtac=adtac, 

类 似 有 (a 十 Byc=ac 十 bc, 所 以 (2Z,, 十,* ) 是 环 , 称 为 整数 模 n 的 
同 余 类 (或 剩余 类 ) 环 。 

例 4 设 


AM,(Z) 一 {(a) ,xslavEZ} 

是 整数 环 Z 上 的 所 有 阶 方 阵 的 集合 ,我 们 也 熟知 M,(Z) 对 和 矩阵 
加 法 蚌 一 个 可 换 群 ,对 矩阵 乘法 是 一 个 半 群 , 且 适 合 分 配 律 , 所 以 
CM.,(Z) ,十 ,，) 是 一 个 环 , 称 为 整数 环 上 的 全 和 矩阵 环 。 

一 般 , 如 果 4 是 一 个 数 环 , 则 M,C4) 对 矩阵 的 加 法 和 乘法 构 
成 环 , 称 为 数 环 A 上 的 全 矩阵 环 。 

例 5 设 

Z[z]={ao 十 aiz 十 aaz2 十 … 十 auzlwuEZ,n 二 0 整数 } 

是 整数 环 上 的 全 体 多 项 式 集合 ,Z[z] 对 多 项 式 加 法 和 多 项 式 乘 法 
构成 环 ,此 环 称 为 整数 环 上 的 多 项 式 环 。 

类 似 ,(QLz], 十 ,，) 是 有 理 数 域 上 的 多 项 式 环 ,R[z],C[z] 
等 也 是 多 项 式 环 。 

例 6 设 (G, 十 ) 是 一 加 群 ,E(G) 是 G 上 的 全 体 自 同 态 的 集 
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合 ,在 E(G) 中 定义 加 法 旬 和 乘法 -如 下 :Y f,gEE(G) 有 
(fOr =r + g(r YrEG, 
(f -gr)=f(g(r) ,YEG。 
显而易见 (E(C) ,由 ) 是 可 换 群 , (天 (C),。) 是 半 群 ,可 验证 分 配 
律 :对 任何 f,g,hEEC(G) 有 
f， (gh) 二 J，g 旬 f，h, 类 似 可 证 右 分 配 律 也 适合 。 
所 以 (E(C), 申 ,， ) 是 环 , 此 环 称 为 加 群 G 上 的 自 同 态 环 。 
例 7 用 加 法 表 和 乘法 表 定义 一 个 环 。 


设 
A={0,a,b c}。 

在 4 中 定义 加 法 如 下 表 : 
让 0 > 
0 0 六 
Q 0 c 28 
b 6 ¢ 0 a 
c C b a 0 

(A, 十) 就 是 Klein 四 元 群 。 
定义 乘法 表 如 下 : 
0 家 -和 

0 0 0 0 0 
a 0 0 &a 
b 0 0 0 
C 0 到 


不 难 验证 (4，,* ) 是 一 个 半 群 。 下 面 我 们 来 看 对 任何 zy,zE 4， 
式 子 
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zy 十 =) 一 zy 十 7z (x) 
是 否 成 立 , 可 分 以 下 三 种 情况 讨论 : 

(1) 当 > 和 = 中 有 一 个 为 0 时 ,(* ) 式 显然 成 立 。 

(2) 当 y=z 时 ,由 于 yy 十 z= 二 0, 所 以 (x ) 式 亦 成 立 。 

(3) 当 y,z 天 0 目 y 关 z 时 ,车 y 十 z= 二 a 或 c 时 , (x ) 式 两 边 都 
等 于 zx; 车 y 十 z=b,(*) 式 左边 为 0,(* ) 式 右边 为 za 十 zc 二 x 十 
二 0, 所 以 (x ) 式 也 成 立 。 

类 似 可 验证 右 分 配 律 也 成 立 , 故 (4, 十 ,* ) 是 一 个 环 。 


2， 环 内 一 些 特殊 元 素 和 性 质 


设 (4, 十 ,* ) 是 一 个 环 ,加 群 (4, 十 ) 中 的 单位 元 通常 记 作 0， 
称 为 零 元 。 元 素 a 在 加 群 中 的 道 元 记 作 一 a , 称 为 负 元 。 环 中 的 单 
位 元 指 乘法 半 群 (4,， ) 中 的 单位 元 , 记 作 1 。 一 个 元 素 a 的 逆 元 指 
的 是 它 在 乘法 半 群 中 的 逆 元 , 记 作 zc :。 
由 负 元 可 在 4 中 定义 减法 : 
a—b=a++(—b), 
对 零 元 有 性 质 : 
0:4=a.0=0, a€ 4h, 
对 负 元 有 性 质 : 
(一 a)0 一 a( 一 0) ab, (—a)(—6)=ab,a,b € 4。 
减法 分 配 律 亦 成 立 : 
ag 一 c) 一 0 一 ac，(a 一 bc 一 ac 一 pe， 
元 素 的 倍数 和 寡 定 义 为 : 
7Q 一 4 十 2 十 … 十 a， 
dle MR Be 
n 个 a 
Q 一 a。d……。a， 
Se 


7 个 a 


且 有 
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(na)b =a(nb) = nab, 
a"a” =a"™*™”, 
(a")” =a™, 
等 等 。 
在 环 中 的 乘法 可 逆 元 又 叫 正则 元 或 单位 ,特别 是 “单位 ”这 个 
名 词 不 要 与 “单位 元 ” 搞 混 。 
在 环 中 有 一 类 特别 重要 的 元 素 称 为 “ 零 因子 ”。 
定义 2 设 4 是 一 个 环 ,aoE4, 若 ap=0 且 aa 天 0 和 0 天 0， 
则 称 a 为 左 零 因子 (left zero divisor) .0 为 右 零 因子 (right zero 
divisor) 。 若 一 个 元 素 既 是 左 零 因 子 又 是 右 零 因 子 , 则 称 它 为 零 
因子 。 


_P 0 _ro 0] a 
例如 ,在 M:(Z) 中 ,4 一 | 。 ?#0.28=| 1j*0. AB=0,， 


所 以 4 是 左 零 因子 ,B 是 右 零 因子 。 
设 


则 B.A 二 0; 所 以 4 也 是 右 零 因子 ,因而 4 是 M:(Z) 中 的 一 个 零 因 
子 。 对 可 换 环 ,这 三 个 概念 合 而 为 一 。 那么 ,什么 情况 下 ,一 个 环 内 
有 零 因子 呢 ? 零 因子 与 环 的 什么 性 质 有 关 ? 下 面 的 定理 说 明了 这 
个 问题 。 
定理 1 环 中 无 左 ( 右 ) 零 因子 的 充分 必要 条 件 是 乘法 消去 律 
成 立 : 
a 天 0, ap = ac=>b = 6, 
a 0, ba = ca=b = co 
证 必要 性 : 设 a 隆 0,ab==ac, 则 有 a(lb 一 c)==0, 因 a 关 0 且 环 
中 无 左 零 因子 , 故 必 有 4 一 c=0, 即 5 二 c。 类 似 可 证 右 消去 律 亦 成 
Yo 
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充分 性 : 设 cb 一 0, 若 天 0, 则 对 ab 二 a0 施行 消去 律 , 得 2 一 0。 
因而 不 存在 < 天 0 和 4 天 0 使 一 0, 即 环 中 左 何 零 因子 。 加 
定理 1 可 见 , 环 中 是 否 有 和 零 因子 体现 了 环 内 的 一 种 运算 上 
的 性 质 :消去 律 是 否 可 进行 。 这 对 方程 求解 问题 影响 很 大 。 


3. 环 的 分 类 


环 除了 按 乘法 的 可 交换 性 分 为 可 换 环 与 非 可 换 环 两 个 类 外 ， 
还 有 以 下 的 几 种 类 型 。 

定义 3 设 (4, 十 ,， ) 是 环 。 

若 4 天 (0} ,可 交换 , 且 无 零 因子 , 则 称 4 是 整 环 (domain ) 。 

若 4 满足 : (1)4 中 至 少 有 两 个 元 0 和 1,(2)4 一 4N{0) 构 
成 乘法 群 。 则 称 4 是 一 个 除 环 (division ring ) 。 

若 4 是 一 个 可 换 的 除 环 , 则 称 4 是 域 (field) 。 

例 1 中 的 数 环 都 是 可 换 环 ,也 是 整 环 ,并 且 Q,R，,C 都 是 域 , 例 
4 中 的 全 矩阵 环 是 不 可 换 环 , 且 有 零 因 子 。 例 5 中 的 多 项 式 环 
ZLzj,Q[z]j,R[z]j,C[z] 都 是 整 环 。 例 2 中 的 Z,, 当 不 是 素数 
时 ,Z, 中 有 和 零 因子 ,因而 不 是 整 环 ,但 当 是 素数 时 ,Z, 是 域 。 

定理 2 (2Z,, 十 ,* ) 是 域 的 充 要 条 件 是 n 是 素数 。 

证 必要 性 : 反 证 法 , 若 关 素数 , 设 4=nns,n 关 1,ns 关 1, 则 
有 高，ns 二 0 且 交 天 0, 丈 天 0。 所 以 元 ,元 是 零 因子 ,与 Z, 是 域 
矛盾 。 

充分 性 : 设 "一 娟 素数 , 则 2Z, 关 {0} ,对 任意 EZ2 ,由 于 (k,p) 
一 1, 存 在 ac,6EZ 使 oE 十 阔 =1 ,得 焉 =1, 所 以 及 :一 2, 即 对 任何 
kEZi ,都 有 逆 元 , 故 Z; 是 群 ,因而 Z, 是 域 。 四 

具有 有 限 个 元 素 的 域 , 称 为 有 限 域 ,Z, 是 最 简单 的 有 限 域 。 

在 一 个 除 环 中 ,由 于 非 零 元 素 成 群 ,消去 律 成 立 ,因而 除 环 中 
无 零 因子 。 同 样 , 域 中 也 无 零 因子 ,因而 域 必须 是 整 环 。 下 面 举 一 
个 非 可 换 除 环 的 例子 。 
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V 一 工 0 
H={met ait eit aklao,m a0 € R} 
不 难看 出 ewi,j,k 有 以 下 关系 : 


i i 
?===—e, 


ij 天 一 &， 故 kj=i, ki=— ik= j, 
由 此 不 难 验证 五 对 和 矩阵 的 加 法 与 乘法 构成 环 ,并 有 单位 元 e。 
下 面 看 每 一 个 非 零 元 是 否 有 逆 元 。 
对 任何 gE€ 万 ,可 表 为 


区 v 
9 一 一 ?|， 
= 
其 中 2 一 ao 十 V l,v=@ 二 aV 1。 
4 的 行列 式 为 
4 一 detg 一 |z| 十 | 性 一 吕 十 好 十 吧 十 吕 夭 0， 
故 g 有 逆 


因而 及 "对 矩阵 乘法 是 群 。 

所 以 五 是 一 个 除 环 ,此 环 称 为 实 四 元 数 除 环 (division ring of 
real quaternions ) 。 

对 于 一 般 的 有 限 环 还 有 以 下 定理 。 

定理 3 一 个 非 零 的 有 限 的 无 左 ( 右 ) 零 因子 环 是 除 环 。 

证 设 环 A 关 {0},14|< 吕 , 则 4" 关 名 ,(4',，) 是 有 限 半 
群 。 由 于 4 中 无 左 零 因子 ,由 定理 1 知 4 中 消去 律 成 立 , (4 ,，) 
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中 消去 律 亦 成 立 。 由 2.1 节 定理 5 知 (4",，) 是 群 。 所 以 (4, 十 ， 
*) 是 除 环 。 面 

由 定理 3 立即 可 得 以 下 推论 。 

推论 ”有限 整 环 是 域 。 

需要 指出 的 是 关于 环 与 整 环 的 定义 在 各 本 书 中 可 能 稍 有 不 
同 , 因 而 涉及 它们 的 性 质 的 叙述 略 有 不 同 ,读者 在 看 其 它 参 考 书 时 
要 注意 这 一 点 。 但 是 关于 除 环 与 域 的 定义 几乎 各 家 都 是 一 致 的 。 


习题 3. 1 


1. 设 (4, 十 ,，) 是 一 个 环 ,44 是 4 上 的 所 有 变换 的 集合 ， 
在 A” 中 定义 加 法 四 和 乘法 。 如 下 :对 作 任 何 f,g€ 4* 有 
(fOr) =f(r) 十 gECz)，VYzE4， 
(fg)(x)=f(r)g(x), YrE A, 
证 明 (4^, 四 ,，) 是 环 。 
如 果 在 A” 中 定义 四 和 。 如 下 :对 任何 f,gE44 有 
(fBa) (zr)=f(r)+g(r), rE A, 
(f°* g)(z)=f(g(r)), rE A, 
问 (4A, 外,。) 是 否 是 环 ? 
2. 求 Klein 四 元 群 的 自 同 态 环 的 所 有 元 素 。 
3.， 证 明 在 M,(Z) 中 每 一 左 零 因子 也 是 右 零 因子 。 
4. ”满足 a’ 二 a 的 元 素 称 为 村 等 元 (idempotent element ) 。 满 
足 w"=0,zEZ+ 的 元 素 称 为 圭 办 元 (nilpotent element) 。 证 明 在 一 
个 整 环 中 , 除 零 元 外 无 其 它 的 寡 零 元 , 除 零 元 与 单位 元 外 无 其 它 的 
睾 等 元 。 
5， 设 
全 二 {f(z)1[0,1] 上 的 实 连续 函数 )， 
定义 :对 任何 f,gE 厂 有 
(f +g (xz)=f(x)+ gx), rz € [0,1], 
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(far)=f(r)g(r), xrE€ [0,1], 

证 明 (1) (T, 十 ,* ) 是 环 ,(2) 设 fET', 则 了 是 本 的 一 个 零 因子 
的 充分 必要 条 件 是 /(z) 的 零点 集 包 含 一 个 开 区 间 。 并 求 卫 中 的 宕 
零 元 ,过 等 元 和 可 逆 元 。 

6. 确定 M.(Z) 中 的 寡 零 元 。 

7.， 证明 环 中 元 素 x 可 道 的 充 要 条 件 是 以 下 两 个 条 件 
之 一 成 立 :(1) xu 一 xyvutv 一 1 (2) uvu 二 u 月 v 是 唯一 满 
足 此 条 件 的 元 素 。 

8， 《华罗庚 ) 设 a 和 46 是 环 中 元 素 ,a,b,ab 一 1 可逆, 证 明 a 
一 多 :和 (ae 一 和 9) 一 一 a “1! 可 道 , 且 有 等 式 [(a 一 6 一 a 1]!'= 
aba—a,。 

9". 证 明 a,bE 4, 若 1 一 ab 可 逆 , 则 1 一 ba 可逆。 

10. 设 x 有 右 逆 ,证 明 以 下 条 件 等 价 : 

(1) x 有 多 于 1 个 右 逆 。 

(2) zx 不 是 可 逆 元 。 

(3) x 是 左 零 因子 。 

1 ， 《Kaplansky) 如 果 环 中 一 个 元 素 有 多 于 1 个 右 逆 , 则 
有 无 穷 多 个 右 逆 元 。 

12. DD 是 整 环 , 则 D[z] 也 是 整 环 。 


3.2 子 环 、 理 想 和 商 环 


和 群 中 的 子 群 .正规 子 群 和 商 群 等 概念 类 似 ,在 环 中 也 有 相应 
的 概念 。 


1. 子 环 


定义 1 设 (4, 十 ,* ) 是 一 个 环 ,S 是 4 的 一 个 非 空子 集 . 若 
S 对 十 和 “。 也 构成 一 个 环 , 则 称 5S 是 4 的 一 个 子 环 (subring) .A 
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是 S 的 一 个 扩 环 (extension ring ) 。 

由 定义 ,10} 和 A 本 身 也 是 4 的 子 环 , 这 两 个 子 环 称 为 平凡 子 
环 。 对 于 一 般 的 一 个 子 集 ,如 何 检验 它 是 否 是 子 环 , 有 以 下 关于 子 
环 的 性 质 : 

(1) 设 S 是 环 4 的 一 个 非 空子 集 , 则 $ 是 4 的 子 环 的 充 要 条 
件 是 对 任何 a,5ES 有 a 一 ES 和 abES。 

(2) S1,S; 都 是 4 的 子 环 , 则 S1 门 S, 也 是 子 环 。 

请 读者 自己 证 明 。 


环 内 子 集 的 运算 定义 如 下 : 
设 S,T 是 环 4 的 两 个 非 空子 集 ,规定 
SS 十 T=(z 十 yl|zESyE7T)， 《3 2 1) 
ST={Dzylr€ S,y ET)}, (3. 2.2) 
当 S = (a} 时， 
记 ST =aT., 


式 (3.2.2) 中 的 和 式 表示 所 有 可 能 的 和 ,而 不 是 所 有 乘积 的 和 。 
例 1 环 (Z, 十 ,* ) 中 设 
S={0,1,2}, T= {3,4}, 
则 S+T= {3,4,5,6}, 
ST = {0,3,4,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,21}。 
对 一 些 子 环 的 和 与 积 需 要 根据 (3. 2. 1) 和 (3. 2. 2) 找 出 规律 
性 。 例 如 , 设 
H= {4lkE€ Z}, N= (ll € 727), 
很 易 根据 (1) 判 断 妃 与 N 都 是 子 环 ,并 可 得 
H+N={4k+ 6L|k, € Z} = {2m|m € Z), 
HN = {2)24k|k,l € 2)= {24glg € 2}。 
另外 ,可 以 求 出 
HUN = {nl4ln 或 61n)， 
HNN= {12s1s € 27}, 
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不 难 验 证 ,H 十 N,HN,HNN 都 是 子 环 ,而 HUN 不 是 子 环 。 一 
般 来 说 ,两 个 子 环 的 和 与 积 不 一 定 是 子 环 ,但 对 下 面 要 介绍 的 特殊 
的 子 环 一 一 理想 来 说 ,结论 是 成 立 的 。 

环 中 一 类 特殊 子 环 称 为 理想 ,其 定义 如 下 : 

定义 2 设 4 是 一 个 环 ,了 是 它 的 一 个 子 环 , 对 任意 的 <E7 
和 任意 zxE4, 若 满足 (1) zeET, 则 称 了 是 4 的 一 个 左 理想 ; 若 满 
足 (2) ezE7, 则 称 7 是 4 的 一 个 右 理想 ; 若 同时 满足 (1) 和 (2), 则 
称 了 是 4 的 一 个 理想 (ideal) 。 

不 难 验证 , 例 1 中 的 鼠 和 N 都 是 理想 ,而 且 对 于 任何 取 定 的 
非 负 整数 普 , 九 ,= 一 {zkleEZ} ,都 是 (Z, 十 ,。) 中 的 理想 。 当 = 
{a} 时 ,S 十 了 与 ST 可 简 记 为 {la} 十 T=a 十 7T,{a}T=aT ,因而 已 
可 记 为 囊 。= {mkIkEZ)=mZ。 

关于 理想 我 们 可 以 得 到 以 下 性 质 : 

(1) {0} 和 4 本 身 也 是 4 的 理想 , 称 为 平凡 理想 。 

(2) 如 果 4 是 可 换 环 , 则 左 理想 也 是 右 理想 ,因而 也 是 理想 。 

检验 一 个 非 空子 集 是 否 是 理想 可 用 以 下 性 质 ， 

(3) 环 4 中 非 空 子 集 五 是 理想 的 充分 必要 条 件 是 满足 
(DVYabEH 有 a-bEH;(I) YaEH 和 YV rEA 有 azr,ra€ 
H. 

很 容易 利用 子 环 的 性 质 和 理想 的 定义 证 明 此 充 要 条 件 。 条 件 
(让 又 可 表 为 太 4SH 和 AHSH。 当 4 是 可 换 环 时 ,条 件 (ii) 可 
简化 为 azE 互 。 对 (3) 作 适当 修改 可 用 于 判断 H 是 否 是 左 理想 ， 
或 右 理想 。 

(4) 若 环 A 有 单位 元 ,H 是 理想 , 则 1eE HOH= 4。 

直接 利用 定义 2 就 可 证 明 。 

(5) 若 1,J 都 是 环 4 的 理想 , 则 了 +J,TIPmnJ,I7 都 是 4 的 
理想 。 

该 结论 的 证 明 留 作 习 题 。 
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通过 逐一 搞 清 以 上 的 性 质 (1) 一 (5), 可 以 对 理想 这 个 概念 有 
初步 的 了 解 。 下 面 再 看 一 些 例子 。 

例 2 设 F[z]j 是 数 域 矿 上 的 多 项 式 环 ， 

S= {arart "+ar la €E Fn€ 2'}, 

设 f(z)=ayz 二 azsz? 十 十 arr',g(T) 二 Diz 十 bzT? 十 … 十 bix' 是 5S 
中 任意 两 个 多 项 式 , 则 

f(x) — g(rz) 一 (ai 一 bz 十 (as 一 四 2 十 ES。 
显然 对 任意 u(r)EF[Lzx], 有 u(xz)f(z)ES, 故 由 性 质 (3) 得 5S 是 
FL[Lx] 的 一 个 理想 。 

例 3 设 4=M,(F) (F 为 数 域 )， 


[au a Qin 
0 a a 
Ss= 22 2 ay € FP, 
L0 0 0 &a | 
[lan 0 
az 0 3 
L= ai EF 
la, 0 0 
an alz a 
0 0 0 
H= ai E Fp 
0 0 mm 和 


这 是 一 个 非 可 换 环 , 不 难 验证 ,S, 了 ,三 都 是 子 环 ,L 是 左 理想 ,全 
是 右 理想 ,但 S 不 是 任何 理想 。 

如 果 一 个 环 内 无 非 平凡 理想 , 则 称 这 个 环 为 单 环 (simple 
ring)。 可 以 证 明 数 域 尺 上 的 全 矩阵 环 M,(CF) 是 单 环 : 

设 了 是 M,(CE) 中 任 一 个 理想 , 且 7 天 0, 只 需 证 明 单 位 元 eE7 
(为 什么 ?) 。 


AS. 


设 已 为 第 人 ,7 妃 个 元 素 为 1 而 其 余 元 素 全 为 0 的 怀 阶 矩阵 。 因 
为 7 径 0, 则 有 矩阵 A( 关 0)E7T, 设 4 一 (an 则 有 元 素 aw 关 0, 由 
理想 的 性 质 得 


(ai'En) AEs E 7T， 
但 


an'E)AE = au'(EaAEs) 一 已， 
i 可 取 1 到 的 任何 整数 ,所 以 有 
二 TE, EI 
及 I=M.,(F). 
因而 M,CF) 中 无 非 平凡 理想 ,M,(F) 是 单 环 。 
但 是 ,整数 环 上 的 全 矩阵 环 M,(Z) 就 不 是 单 环 了 。 


2. 生成 子 环 和 生成 理想 


设 4 是 环 ,S 是 4 的 一 个 非 空子 集 , 则 包含 5S 的 最 小 子 环 称 
为 由 S 生成 的 子 环 , 记 作 [S], 它 是 包含 S 的 所 有 子 环 的 交 。 

包含 5 的 最 小 理想 称 为 由 $ 生成 的 理想 , 记 作 (3S), 它 是 包含 
5 的 所 有 理想 的 交 。 

当 5={a} 时 ,由 a 生成 的 子 环 可 表 为 

[a]= { Dma': |n, €Z,kEZ+)., 

由 元 素 a 生成 的 理想 可 表 为 

(a) 一 { > zay 十 sa 十 at 十 na|lzyystE A,nE€E 2}。 
这 里 的 和 式 的 意义 同 (3. 2. 2) 。 

当 4 是 有 单位 元 的 可 换 环 时 ,(a) 可 简化 为 

(a) = {zxalzr € A} = aAh., 
显然 ,由 单位 元 生成 的 理想 就 是 4: 
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(1) = A。 
在 (Z, 十 ,。) 中 整数 m 的 生成 理想 为 
(m)= {km|kEZ}=mZ. 
且 由 循环 群 (Z, 十 ,* ) 的 性 质 知 (Z, 十 ,* ) 中 全 部 理想 为 
(m) ,m=0,1,2*。 
在 (FL[xj, 十 ,*) 中 元 素 z 的 生成 理想 为 
(z) ={zf(7) f(z) € FLz)} 
={arz+ oar 二 + 二 ar"la €E Fn€ ZT}, 


3. 商 环 


设 4 是 环 ,I 是 4 的 一 个 理想 , 则 了 是 加 群 (4, 十 ) 的 正规 子 
群 ,4 对 了 的 加 法 商 群 为 
A/1 = {a+Ila€ A}, 
记 a=a+7, 在 4/T 中 在 群 论 中 已 定义 过 “ 模 了 的 加 法 ”为 : 
a 二 b=a+b 
再 定义 “ 模 了 的 乘法 ”为 : 


a* b=ab。 

可 以 证 明 它 是 4/7 中 的 一 个 二 元 运算 ,只 需 证 明 唯一 性 : 

ai 一 ai 一 0 一 0 一 aaET, 一 六 ET 一 

存在 zi,zzET 使 ai=az 十 zi 一 六 十 zz 之 

aibi 一 az 十 zipbz 十 azzz 十 Ziz 一 

aib —asbs € [>aib =azb; 
很 易 验 证 A/7 中 结合 律 .分 配 律 都 成 立 , 所 以 A/T 是 环 ,此 环 称 为 
A4 关于 了 的 商 环 。 

定义 3 设 4 是 环 ,了 是 4 的 一 个 理想 ,4 作为 加 群 关于 了 的 
商 群 4/7 对 模 了 的 加 法 与 乘法 所 做 成 的 环 , 称 为 4 关于 了 的 商 环 
(quotient ring) 或 称 为 4 模 了 的 同 余 类 环 , 仍 记 作 47T。 

例 4 设 [z] 是 数 域 下 上 的 多 项 式 环 ， 
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P(x) 一 ao 十 az 十 azzz 十 … 十 az 
已 一 (P(z)) = (Crz)PGz)|lFGz) EF[z])， 
则 F[xJ 模 五 的 商 环 为 
F[z]/Cp(z)) 一 {r(Cz) 十 (pzr))|rCr) EF[z],deg(rCz)) < n) 
={r(z)|r(z) E FF[z],deg(rCz)) <n} 
二 {bo 十 bx 十 bzzx 十 十 bz |b; EF} 
例 5 设 4=(Z, 十 ,* ), 玉 = (n) 是 由 正 整数 生成 的 理想 ， 


则 
A/(n) = 人 十 (2)10 委 & 委 呈 一 1) 一 (0,T,2,… 肖 二 IT) = 2, 
需要 注意 的 是 同一 个 记号 Z. 表示 不 同 的 意义 , 当 Z, 看 作 是 整数 
模 ? 的 商 群 时 ,Z, 中 只 有 加 法 一 种 运算 ,而 看 作 商 环 时 ,有 加 法 和 
乘法 两 种 运算 。 

一 般 的 一 个 环 中 的 所 有 可 逆 元 的 集合 记 作 U(4),U(A4) 对 环 
中 的 乘法 构成 群 ,此 群 称 为 可 逆 元 群 。 

对 环 Z, 其 可 逆 元 群 为 

U(Z,) = {KI(k,n) = 1,1<kSZn), 
故 有 |U(Z,)| 二 pln)( 欧 拉 函 数 )。 由 于 对 任何 素数 p 且 p+ nn,p 
在 Z, 中 都 是 可 逆 元 ,因而 有 p”"==1, 即 
zbr 一 1(Cmodn) (p + mn)。 

商 环 的 性 质 与 理想 的 性 质 之 间 有 一 定 的 关系 。 

定义 4 设 M 是 环 A4 的 非 平 凡 理想 ,车 有 理想 HH 且 HOM， 
则 五 =4, 就 称 M 是 4 的 一 个 极 大 理想 。 

例如 (Z, 十 ,， ) 中 素数 p 生成 的 理想 (p) 就 是 一 个 极 大 理想 。 

定理 1 设 4 是 有 单位 元 的 可 换 环 ,M 是 4 的 一 个 极 大 理 
想 , 则 4/M 是 域 。 

证 4/M 可 表 为 

A/M= {a+mla € A} = {ala € A}。 
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要 证 A/M 是 域 , 只 需 证 明 两 点 : (1) 0,1€ A/M 有 上 且 0 尖 1;(2) Ya 
E (4/M) ,a 有 逆 元 。 

(1) 由 于 1E4, 所 以 1=1+MEA4/M。 又 因 MF4, 故 16M 
〈 见 理想 性 质 (4)) ,从 而 0 天 IT。 

(2) 任 取 2=a 二 ME(C4/M)  , 令 已 =(a 十 M)4=a4 十 M。 

可 以 看 出 妃 是 理想 : 因为 a4 与 M 都 是 理想 ,两 理想 之 和 仍 
为 理想 。 

又 可 证 H 真 包含 M: 显然 五 =a4 十 MM, 又 因为 &E 
(A/M)* ,a#¥0, 所 以 a& M,HOM. 

由 M 的 极 大 性 ,得 到 矿 =4, 即 a4 十 M 二 4, 因 而 必 有 bE 4， 
mE M, 使 ab 十 m==1, 于 是 有 a*5=1, 所 以 a 在 (4/M)' 中 可 道 。 

[| 

例 6 证 明 (2 十 站 是 Z[ 门 的 一 个 极 大 理想 ,从 而 Z[i]/ (2 十 站 
是 域 。 

证 设 M=(2+)={(2+D(atbi)la,b€EZ) 

={(2a—b)+ (at26)ila,bEZ)} 

不 难 证 明 ,M= {x 十 yilz,y€EZ);2z 十 y 三 0(mod5)) , 设 理 想 瑟 真 
包含 M, 则 3 a 二 iE H\M, 必 有 2a 十 6 天 0(mod5) ,因而 (2z 十 0， 
5)==1, 于 是 有 p,q9€Z 使 (2a 十 b)p 十 5g 二 1。 由 于 2a 十)pEH， 
59€MCHH, 所 以 1EH。 故 矿 =2Z[ 引 ,所 以 M=(2 十 让 是 Z[i] 中 
的 极 大 理想 ,从 而 Z[i]/(2 十 店 是 域 。 

环 中 子 环 与 理想 的 地 位 相当 于 群 中 子 群 与 正规 子 群 的 地 位 。 
我 们 要 特别 强调 的 是 , 环 中 许多 概念 和 定理 与 群 有 紧密 联系 ,又 有 
不 同 ,因此 在 学 习 时 必须 随时 联系 ,一 方面 既 可 复习 群 的 内 容 , 另 
一 方面 又 可 搞 清 环 的 特殊 性 ,以 加 深 印 象 。 另 外 ,我 们 在 介绍 环 的 
许多 内 容 时 ,凡是 与 群 的 内 容 比 较 类 似 的 部 分 ,例如 环 的 同 构 与 同 
态 等 ,都 比较 简明 ,但 读者 在 学 习 时 ,应 逐一 推导 ,以 求 甚 解 。 
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习题 3. 2 


1. 设 S 是 环 4 的 非 空 子 集 ,证 明 S 是 4 的 子 环 的 充 要 条 件 
是 对 任何 a,oES 有 a 一 b,ab€5。 

2. 设 51,5; 是 环 4 的 子 环 , 则 Si 门 S; 也 是 4 的 子 环 。 问 
Si 十 S: 是 否 是 子 环 ? 

3.， 设 已 是 环 4 的 非 空子 集 , 证 明媚 是 4 的 理想 的 充 要 条 
件 是 (1) 对 任何 a,bE 及 有 a 一 bEH 和 (2) 对 任何 a€EH,xz€E4 有 
Xarar€EH., 

4.” 设 1,J 是 4 的 理想 ,证 明 T 十 J,TNJ 和 77 都 是 理想 ,在 
Z 中 确定 Gm) 十 Gn) ,Cm) 站 Gn) ,Cm)(n)。 

5. 确定 环 Z, 中 的 所 有 理想 。 

6. 证 明 M,(Z) 不 是 单 环 ,并 确定 M,(Z) 中 的 所 有 理想 。 

7. 设 工 是 环 4 的 一 个 左 理想 ,证 明 工 的 左 零 化 子 N= 
(x1Ix€ 4,rL==0} 是 4 的 一 个 理想 。 

8.， 设 4 是 环 , 妃 是 理想 ,决定 A/H: 

(1) A=Z[zJ,H= (zz 十 1)。 

(2) A=2Z[i],H= (2 十 门 。 

0 2z1] 


(3) 4= 作 风 DE Pa= 人 人 加 rez|. 

9.” 设 F[zj 是 数 域 F 上 的 多 项 式 环 ,证 明 (x) 是 F[x] 的 极 
大 理想 ,从 而 证 明 F[z]/(z) 是 域 。 

10. 证 明 一 个 有 单位 元 的 环 是 除 环 的 充 要 条 件 是 环 内 无 非 
零 真 左 理想 。 

11. 设 R 是 可 换 环 ,H 是 一 个 非 零 理想 , 且 态 尖 R, 若 由 ab 
E 可 得 a€ 有 或 bE 日 , 则 称 太 是 R 的 一 个 球 理 想 prime 
ideal .证 明 已 是 素 理想 全 R/ 太 是 一 个 整 环 。 


*150。 


3.3 环 的 同 构 与 同 态 


关于 环 的 同 构 与 同 态 的 概念 与 理论 和 群 的 同 构 与 同 态 十 分 类 
似 , 因 此 我 们 在 学 习 这 一 部 分 内 容 时 ,只 需 注意 它们 的 不 同 之 处 。 


1. 环 的 同 构 与 同 态 


定义 1 设 A 和 4 是 两 个 环 , 若 有 一 个 4 到 4' 的 映射 了 满 
足 : 对 任何 aoE4 有 
Ja 十 0) =f(a) 十 7O)， (931) 
f(ab) =f(a)f (0), C3032) 
则 称 了 是 一 个 4 到 4' 的 同 态 。 
如 果 / 了 是 单 射 , 则 称 了 是 一 个 单 同 态 。 
如 果 了 是 满 射 , 则 称 /是 一 个 满 同 态 。 这 时 , 记 作 4 忆 4' 
如 果 / 了 是 双 射 , 则 称 了 是 4 到 4' 的 一 个 同 构 。 这 时 记 作 4 安 
A'。 
当 f 是 单 同 态 时 ,A4A 锯 /(4), 称 将 4 同 构 嵌 入 到 A' 中 。 
一 个 4 到 4 本 身 的 同 态 , 称 为 4 上 的 自 同 态 .一 个 A 到 4 本 
身 的 同 构 , 称 为 4 上 的 自 同 构 。 环 4 上 的 全 体 自 同 构 关于 映射 的 
复合 成 群 , 称 为 环 4 上 的 自 同 构 群 , 记 作 AutA。 
例 1 设 4,4' 是 两 个 环 , 定 义 映射 f:z ~ 0' ,对 任何 zxE4， 
则 了 是 4 到 4' 的 一 个 同 态 , 且 同 态 像 为 1(4)={0') ,此 同 态 称 为 
零 同 态 ,是 任何 两 个 环 之 间 都 存在 的 一 个 同 态 。 
例 2 通过 同 构 映 射 ,可 以 把 一 个 环 “ 嵌 入 ”到 另 一 个 环 中 去 。 
设 M:(CR) 到 M;(R) 的 一 个 映射 o 为 ， 
a b 0 
EE “ 直 
要 -0 必 
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不 难 验 证 c 满足 (3. 3.1) 和 (3. 3. 2) , 故 是 一 个 同 态 。 
且 有 5 
o MR) LM,R) 

通常 叫 o 把 M:(R) 同 构 嵌 入 到 M;(R) 中 。 因 而 在 同 构 的 意义 下 ， 
M3(R) 是 M,(R) 的 扩 环 。 

定义 2 设 f 是 环 A 到 环 A4' 的 一 个 同 态 , 则 A4' 的 零 元 0' 的 全 
原 像 广 :(0' ) 称 为 了 的 同 态 核 , 记 作 Kerf, 即 

Ker = 广 !(0) = {rz€ Alf(x) = 0'}。 

同 态 核 是 4 的 一 个 理想 。/ 是 单 同 态 的 充分 必要 条 件 是 kerf = 
{0}。 

以 下 一 系列 定理 与 群 的 相应 定理 类 似 ,只 作 和 叙述 ,不 作证 明 。 


2. 有 关 同 态 的 一 些 定理 


定理 1( 同 态 基本 定理 ) 设 /是 环 4 到 环 4' 的 一 个 满 同 态 、 
K=Kerf, 则 

(1) 4/KS24'。 

(2) o:a 二 Km f(a) 是 4A/K 到 4 的 同 构 , 设 9 是 4 到 4/K 
的 自然 同 态 :gla)==a 十 KK,Y a€ 4, 则 有 

f=0p。 

如 果 f 不 是 4 到 4' 的 满 同 态 , 则 映射 c:a 十 K F /(a) 将 
4/K 同 构 嵌 入 4' 中 。 

定理 2( 子 环 对 应 定理 ) 设 了 是 环 4 到 4' 的 满 同 态 ,及 = 
Kerf,S 是 4 中 的 所 有 包含 天 的 子 环 的 集合 。 S' 是 4' 中 所 有 子 环 
的 集合 , 则 映射 g: (KCS)Hf(H), 是 S 到 5S' 的 双 射 , 且 对 理想 
亦 有 类 似 的 性 质 , 请 读者 自己 叙述 。 

定理 3( 商 环 同 构 定理 ) 设 f 是 环 4 到 环 4' 的 满 同 态 ,7 是 
4 的 一 个 理想 和 且 I 生 Kerf.(=) 则 

A/T A/fI) (GE (A/K)/I/KR)). 
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定理 4( 第 二 同 构 定 理 ) 设 4 是 环 ,S 是 子 环 ,7 是 理想 , 则 
(S+D/IQS/SND, 
以 上 定理 的 证 明 类 似 于 群 论 中 相应 定理 的 证 明 , 请 读者 自己 完 
例 3 找 出 Zs 到 2 的 所 有 同 态 。 
解 设 
Zis ={0,1,2,..",11), 
Zs ={0,1,2,.%,5}, 
设 了 是 Za 到 Ze 的 一 个 映射 ,下 面 讨论 了 应 有 什么 形式 才 是 同 态 
映射 。 因 为 Zi: 的 生成 元 是 1 ,可 设 jl1)= 开 , 则 f(z) = 及。 
由 于 xz 的 表达 形式 不 唯一 ,首先 需要 核验 / 是 否 是 映射 。 
因为 
X=X212| zz) 6| (7 — zx) x =z hr = kr, 
故 是 21s 到 2 的 映射 。 
又 由 f(1)=f(1，1)=。X= 有 得 k(R 一 1)==0。 
此 方程 在 Z。 中 有 解 :k==0,1,3,4。 


故 共有 以 下 四 个 同 态 : 
人 { 2 1 
Ar 一 5 即 万 -| 5 加 
fz/ 一 | 2 lk 
0 5 
/一 下 , 即 /一 | i | 
人 0 3 
| 
对 一 般 情况 Z。 和 Z, 之 间 所 有 同 态 映射 的 确定 均 可 按 例 2 步 


[9 


又 来 做 。 
例 4 确定 (Z, 十 ,。) 中 所 有 自 同 态 与 自 同 构 。 
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解 类似 于 群 (Z, 十 ) 中 确定 自 同 态 问题 ,利用 生成 元 素来 确 
定 。 因 为 1 是 (Z, 十 ,。) 的 生成 元 , 设 了 是 (Z, 十 ,。) 上 的 任 一 自 
同 态 , 可 令 f(1)=m, 则 f(x)==mz( 加 法 ), 但 还 需 满足 乘法 运算 : 
f(D 二 f(1:1)==f(1)，/(1) ,因而 得 m==mr, 所 以 m=0,1。 因 而 
全 体 自 同 态 只 有 两 个 : 

folxz)=0,YrE€EZ, 
fi(z)=7x,VrEZ, 
即 一 个 是 零 同 态 , 另 一 个 是 单位 同 态 。 由 此 , 自 同 构 只 有 了。 


3. 分 式 域 


一 般 来 说 ,一 个 环 内 的 非 零 元 不 一 定 有 逆 元 ,因此 线性 方程 不 
一 定 有 解 。 例 如 ,整数 环 中 除 1 和 一 1 外 ,其 它 元 素 均 无 道 元 。 但 可 
将 整数 环 同 构 嵌入 到 有 理 数 域 中 去 ,或 者 说 将 它 扩 大 成 域 .下 面 讨 
论 这 一 问题 。 

设 DD 是 一 个 整 环 ,P 是 包含 D 的 最 小 的 域 ,我 们 来 看 了 中 的 
元 素 有 什么 性 质 ,对 D 中 任何 一 个 非 零 元 a, 在 P 中 有 逆 元 a '。 
因而 任 取 bED 有 a-'bEP, 记 


oa, (a 闫 0)， CH 
则 形式 为 (3. 3. 3) 的 元 素 均 在 P 中 。 反 之 ,下 面 的 定理 证 明了 P 中 的 
元 素 均 可 表 为 形式 (3. 3. 3)。 
定理 5 设 刀 是 一 个 整 环 , 则 包含 DD 的 最 小 域 可 表 为 
P= 位 


a 


abEDHazO0);, (3.3. 4) 


其 中 心 一 ba , 称 忆 为 万 的 分 式 域 , 记 作 PCD)。 
证 ”首先 证 明 已 是 域 。 由 (3. 3. 3) 式 可 得 以 下 运算 性 质 ， 
各 一 evab = ab, 《323. 5) 


b, 加 abs 十 az EP, (3.3.6) 
QiQ2 


a Ud» 

ee (3.3.7) 

a dad» aias 
这 (3.3.8) 

a a 
0 (3. 3.9) 

a 

和 pb eA a y 
由 于 对 任何 4a,bED' ,过 一方 ' 故 可 令 e 一 去 (4 天 0), 则 Y 生 E7?， 
TE A 元。 到 ‘Lb.4- 
有 六 = 六 一 六 ,所 以 是 单位 元 。 对 任何 a,bED* ar 


ab 

下 面 再 证 P 了 包含 DD: 

对 任意 xED, 由 (3.3.9), 可 任 取 a 关 0, 有 xz 一空 EP 故 D 
三 已, 忆 的 最 小 性 前 面 在 (3. 3. 3) 式 的 推导 已 证 。P 忆 
位 4bED,a 了 0] ,所 以 等 式 (3. 3. 4) 成 立 。 

例如 (Z, 十 ,，) 的 分 式 域 就 是 (Q, 十 ,，)。 

例 5 设 己 是 一 个 数 域 ， 

FF[z]= {a0 十 az 十 azx? 十 … 十 awr"|a; € Fn 之 0 整数 }， 
求 [zj 的 分 式 域 。 
解 ” 由 定理 5,F[x] 的 分 式 域 为 


Le | 
PCFCX]) = LB /a € FLz],g(z) #0). 


一 般 来 说 ,有 以 下 结果 :对 任何 一 个 整 环 D, 可 构造 一 个 形 如 
(3. 3.4) 的 域 已 ,然后 可 把 DD 同 构 嵌入 了, 因此 ,对 任何 整 环 都 存 
在 一 个 分 式 域 。 


况 =e, 所 以 [各 一 全 , 即 "对 乘法 成 群 , 故 了 是 域 。 


习题 3.3 


1. 设 / 是 环 A 到 4' 同 态 ,证 明 

(1) f 将 4 中 的 0 元 映 成 4' 中 的 0' 元 。 

(2) f 将 4 中 的 子 环 映 成 A' 中 的 子 环 。 

(3) 了 将 4 中 的 理想 映 成 (4) 中 的 理想 。 

2. 设 f 是 环 4 到 环 4' 的 同 态 ,bE 4', 证 明 f 1(6)=a 十 
Kerf ,其 中 a 满足 f(a)=b。 

3. ”证 明 本 节 中 的 定理 1 到 定理 4。 

4. ”利用 同 态 基 本 定理 证 明 

(1) REz]/(Czc: 十 1)S2C。 

(2) F[z]/(Cz)SP, 为 数 域 。 

5. 将 复数 域 (C, 十 ,，) 同 构 诺 入 M:(R) 中 。 

6. 找 出 环 Z, 中 一 切 自 同 态 。 

7. 设 4={(ai,as,…,an)|al€EZ} 是 n 维 向 量 集合 对 向 量 
加 法 构成 的 群 ,E(4) 是 4 上 的 自 同 态 环 , 证 明 EE(A4)=M,(Z)。 

8， 设 m,r€EZ' .rim,Z,= 二 {Rk 二 0,1,… s,m 一 ]),2, 二 侯 |h 
一 0,1, or 一 1) 令 [arma,(CZ。 一 2Z.), 证 明太 是 Z。 到 2Z, 的 同 
态 映 射 ,并 求 Ker/ ,2Z,/Kerf。 


9 证 明 Auz[ze|[ “j=#+1e2). 


J 


10. 求 下 列 整 环 的 分 式 域 :Z[ 门 ,Z[zJ, 偶 数 环 。 


3.4 整 环 中 的 因子 分 解 


解 方程 是 代数 中 的 主要 课题 之 一 ,而 解 方程 又 与 因子 分 解密 
切 相关 。 这 一 节 主 要 讨论 与 因子 分 解 有 关 的 问题 ,把 整数 中 因子 分 
解 的 概念 推广 到 一 般 的 整 环 中 。 
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1. 一 些 基本 概念 


首先 我 们 要 把 初等 代数 中 的 因子 或 因 式 ,倍数 或 倍 式 的 概念 
推广 到 一 般 的 整 环 上 。 

定义 1 设 D 是 有 单位 元 的 整 环 ,a,b€D。 

(1) 若 有 c==a5, 则 称 a 是 c 的 因子 ,c 是 a 的 倍 元 ,并 称 a 可 
整除 c。 记 作 alc。 

(2) 车 alb 且 bla, 则 称 a 与 6 相伴 , 记 作 a~6b。 

(3) 若 c=ab 且 4 和 各 4 都 不 是 可 逆 元 , 则 称 a 是 。 的 真 因子 。 

由 定义 可 得 以 下 基本 事实 : 

(1) 0 元 是 任何 元 素 的 倍 元 。 

(2) 单位 元 1 是 任何 元 素 的 因子 。 

(3) 可 道 元 是 任何 元 素 的 因子 。 因 为 若 wE€U(D),a€D, 则 a 
一 KCl ia)。 

(4) 整除 关系 满足 传递 性 :a15,b|c>alic。 

(5) 两 元 素 相伴 , 则 它们 差 一 可 道 元 因子 。 

设 a~6, 则 b=ua, a==wb, 得 6 二 wvb, 由 消去 律 得 uv==1, 所 以 
u 和 w 都 是 可 逆 元 。 

(6) 相伴 关系 是 等 价 关 系 。 

(7) 可 道 元 无 真 因 子 , 且 所 有 可 逆 元 都 与 1 相伴 。 

设 WEU(D),u=ab, 可 得 wu 'ab=:a(u 6) 二 (wu 1a)b 二 1, 所 
以 a.b 都 是 可 道 元 。 


2. 既 约 元 和 于 元 


定义 2 设 a,pED,pED'NUCD)， 
(1) 若 p 无 真 因子 , 则 称 这 是 不 可 约 元 或 既 约 元 (irreducible 


element ) 。 
《2) 若 当 piab 时 必 有 pla 或 p15, 则 称 是 素 元 (prime ) 。 
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确定 一 个 环 中 的 所 有 既 约 元 与 素 元 不 是 一 件 容 易 的 事 。 

例如 ,在 整数 环 中 ,全 体 素数 是 既 约 元 也 是 素 元 。 但 在 高 斯 整 
数 环 中 ,素数 就 不 一 定 是 既 约 元 了 。 例 如 ,2 是 素数 ,但 2= 
(十 门 ，(1 一 站 ,其 中 1 十 i 与 1 一 均 不 可 道 , 故 2 在 Z[] 中 不 是 
既 约 元 ,显然 也 不 是 素 元 。 关 于 既 约 元 与 素 元 的 关系 有 以 下 定理 。 

定理 1 设 D 是 有 单位 元 的 整 环 , 则 D 中 的 素 元 必 是 既 
约 元 。 

证 设 p 是 素 元 ,。 若 p=ab.plab. 可 得 pla 或 pb。 若 pla， 
则 p~a, 因 而 5EU(D)。 车 p15, 则 p~b, 因 而 aEU(D), 即 a,6 
中 总 有 一 个 可 道 元 ,所 以 p 是 既 约 元 。 国 

但 定理 1 的 逆 定 理 不 成 立 。 请 看 下 例 。 

例 1 设 

D=2Z[vV—5]= (a+b Vv/—5la,b € 2)}, 
它 是 C 的 一 个 子 环 ,因而 是 一 个 整 环 。 在 D 中 定义 范 数 ， 
u =a+ bi € ZLV—5], 
N(u) =uu = az 十 502， 

具有 性 质 N (uv)==N (GDN (wv)。 

首先 可 利用 范 数 确定 可 逆 元 , 设 ww=1, 则 NGON (Cv)=1， 
N(W)=a? 十 5br 二 1, 必 有 b=0,4a 二 1 或 一 1, 因 而 U={1, 一 1)。 

我 们 再 看 元 素 3 是 否 是 既 约 元 ? 设 3=xu,N(3)=9 王 Nue) 。 
No) , 若 xz 非 可 递 元 , 则 NGu)=3,N(v)=3。 但 a 十 56?=3 无 
整数 解 , 故 3 是 既 约 元 。 

再 看 3 是 否 是 素 元 。 由 于 (2 十 V 一 5)(2 一 V 一 5)=9, 取 a=2 
十 V 一 5,6=2 一 V 一 5, 则 3lab 但 3ta 和 3t6。 故 3 不 是 素 元 。 

由 此 例 可 见 ,一 个 既 约 元 不 一 定 是 素 元 , 即 定理 1 的 逆 定 理 不 


成 立 。 
下 面 讨论 最 大 公 因 子 及 两 个 元 素 互 素 的 概念 。 
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3. 最 大 公 因 子 

定义 3 设 刀 是 有 单位 元 的 整 环 ,a,pED, 若 有 <EDD 满足 

(1) dla,dlb; 

(2) 车 有 dd 满足 dla 和 地 15, 则 好 lz。 

则 称 d 是 a 和 4 的 最 大 公 因 子 ,并 记 作 4d~(a,b)。 

由 定义 可 得 以 下 简单 性 质 : 

(1) a,b 的 任意 两 个 最 大 公 因 子 是 相伴 的 , 即 它们 只 差 一 个 可 
逆 元 因子 。 

(2) 由 定义 可 知 ,(0,a) 一 a, 对 任何 zxEVUCD), 有 (zx,a) 一 1。 

(3) (a, (b,c)) ~ (a,b),c), 

设 di=(a,(b,c)) ,di 二 (a,6),c), 则 

dila 和 di|l(b6,c)=>dila,dilb,dilc=di|(a,b),dilc= 
dil((a,6),c) 二 ds, 类 似 有 ds|di, 所 以 di~d,。 

(4) cla,b)~ (ac,bc), 

令 d=(a,b),di=c(a,b)=cd,ds=(caycb), 则 di=cdl|ca 和 
dilcb 得 dild;。 

令 d;= 二 udisca = 二 zds, 则 有 ca==zudi==xucd, 得 a 三 zud, 类 
似 , 若 令 必 二 yd;, 可 得 56=yud, 因 而 有 ud|j(a,6b) 二 4d, 得 wu~1。 即 
di~d,。 

定义 4 设 a,6ED, 若 (a,5) 一 1, 则 称 a 和 和 6。 互 素 (relative 
prime ) 。 

元 素 间 的 互 素 关系 有 以 下 性 质 : 

车 (a,b)~1,(Cayc)~1, 则 (epc) 一 1。 

利用 前 面 的 性 质 (4) 和 (3), 有 (abc) 一 ((aac),pc) 一 (ay,(ac， 
be)) ~ (a,c)~1。 

一 个 环 中 ,并 非 任 何 两 个 元 素 都 有 最 大 公 因 子 。 例 如 在 
ZLV 一 5 中 , 取 a=3(2+ V 一 5),0 一 9 一 (2 十 V 二 5)(2 一 V 二 5)， 
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则 d==3 和 4d,==2 十 V 一 5 都 是 a 和 /的 公 因 子 . 且 无 其 它 非 可 北 
元 的 公 因子 ,但 必 + 4d; 且 d, + wd, 所 以 a 和 4 无 最 大 公 因子 。 一 
个 环 中 是 否 任何 两 个 元 都 有 最 大 公 因 子 ,与 环 的 性 质 有 关 ,并 影响 
到 环 内 的 既 约 元 是 否 都 是 素 元 ,有 以 下 定理 。 

定理 2 设 D 是 有 单位 元 的 整 环 ,车 对 DD 中 任何 两 个 元 素 均 
有 最 大 公 因 子 存在 , 则 D 中 的 每 个 既 约 元 也 是 素 元 。 

证 设 p 是 既 约 元 ,用 反 证 法 证 明 思 也 是 素 元 ,如 若 不 然 , 则 
存在 a,bED 使 plab 且 pta 和 pt6, 因 而 有 (psa)~1,(p,5) 一 
1。 由 此 得 (p,ab)~1, 这 与 如 ap 矛盾。 中 

用 定义 最 大 公 因 子 的 类 似 方法 可 定义 两 个 元 素 的 最 小 公 倍 
元 ,同时 可 把 概念 推广 到 多 个 元 素 的 情形 。 

由 上 可 见 ,我 们 可 以 把 整数 的 因子 分 解 的 许多 概念 与 性 质 推 
广 到 一 般 的 有 单位 元 的 整 环 ,但 有 两 点 不 同 : 一 是 有 既 约 元 与 素 
元 之 分 ;二 是 并 非 任何 两 个 元 素 都 有 最 大 公 因 子 , 从 而 最 大 公 因 子 
定理 不 一 定 成 立 。 这 些 问 题 将 在 下 一 节 中 讨论 。 

另外 还 要 指出 的 是 以 上 关于 因子 的 讨论 只 有 当 DD 是 整 环 且 
不 是 域 的 时 候 才 有 意义 。 


习题 3. 4 


1. 证 明 相伴 关系 是 等 价 关系 , 并 满足 wu 一 va 一 记 一 aias 
一 bp02 。 

2. 叙述 两 个 元 素 的 最 小 公 倍 元 的 定义 。 并 将 最 大 公 因 子 与 
最 小 公 倍 元 的 概念 推广 到 多 个 元 素 的 情形 。 

3 设 刀 是 有 单位 元 的 整 环 ,请 是 既 约 元 , 则 理想 ( 记 ) 是 万 的 
非 平凡 理想 。 

4. 在 ZL Vv 一 5] 中 下 列 元 素 哪些 是 既 约 元 : 2,7,29,2 一 
V—5,6+ VV—5。 


» L605 


5. 设 DD 是 有 单位 元 的 整 环 ,p€ED*\U(D)。 证 明 p 是 素 元 
的 充 要 条 件 是 D/(p) 是 整 环 。 

6. 设 <=a 十 AiEZ[ 门 上 且 v(a) 一 4 十 姑 王 素数 , 则 < 是 ZI 
中 的 既 约 元 。 


3.5 唯一 分 解 整 环 


这 一 节 主 要 讨论 环 中 一 个 元 素 能 否 唯一 地 分 解 为 既 约 元 之 积 
的 问题 。 这 与 方程 求解 问题 关系 密切 。 


1. 唯一 分 解 整 环 及 其 性 质 


定义 1 设 DD 是 一 个 有 单位 元 的 整 环 ,车 对 任何 一 个 aE 
D"\U(D) 有 
(i) a 可 分 解 为 有 限 个 既 约 元 之 积 : 
a = pp2''p,, 
其 中 p(i=1,2…，,s) 为 既 约 元 。 
(ii) 若 a=pipa…p, 二 91q2…gqi 其 中 pi(1<i<s) ,qj(1<j<1) 
均 为 既 约 元 , 则 s=t, 且 适当 调换 次 序 后 可 使 p,~g,(i=1,2,…， 
5) , 则 称 DD 是 唯一 分 解 整 环 (uniguely factorial domain ) 。 
唯一 分 解 整 环 有 以 下 重要 性 质 : 
定理 1 设 DD 是 唯一 分 解 整 环 , 则 D 中 任何 两 个 (不 全 为 0) 
元 素 均 有 最 大 公 因 子 ,因而 DD 中 每 一 个 既 约 元 也 是 素 元 。 
证 设 a,b 是 D 中 任意 两 个 非 零 元 素 ， 则 a 和 65 可 唯一 分 解 
为 不 可 约 因 子 之 积 : 
Q =uphpr pe, 
b =vpi py ps 
其 中 p1p。…p; 为 互 不 相伴 的 既 约 元 ,h,4i 为 宕 0 的 整数 ,u,vE€ 
Up), 
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取 ce =min(kyl) (= 1,2,5), 
d =prpz"*p', 
显然 有 dla,d1b。 若 有 d' 亦 满足 dlawd’15。 则 a=cd', 由 a 的 分 
解 式 的 唯一 性 可 知 
好 = wpip2°"*pr, 有 8 OZeShkwEU, 

同 理 可 证 &<l;。 
所 以 d'1d, 故 d 是 a 和 65 的 最 大 公 因 子 。 由 3.4 节 定 理 2 得 万 中 
任 一 既 约 元 也 是 素 元 。 硬 

那么 ,一 个 环 满足 什么 条 件 才 是 唯一 分 解 环 呢 ? 有 以 下 定理 。 

定理 2 设 DD 是 有 单位 元 的 整 环 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(i) D 是 唯一 分 解 整 环 。 

(ii) D 满足 下 列 两 条 件 :条 件 1.D 中 的 任何 真 因子 序列 ci， 
Qazy"oai,"…( 其 中 a 是 a 的 真 因子 ) 只 能 含有 有 限 项 。 条件 1 .DD 
中 任何 两 元 素 均 有 最 大 公 因 子 。 

(iii) DD 满足 下 列 两 条 件 : 条 件 1 辣 (2) 中 的 条 件 1 。 条 件 工 . 
DD 中 每 一 既 约 元 都 是 素 元 。 

证 (i) 二 (i): 由 于 DD 是 唯一 分 解 整 环 ,a, 只 能 分 解 为 有 
限 个 既 约 元 之 积 , 即 ai 的 真 因子 个 数 是 有 限 的 。 因 而 真 因子 序列 
只 有 有 限 项 ,条 件 1 满足 ,由 定理 1 条 件 工 也 满足 。 

(让 过 GD 由 本 节 定 理 1 可 得 。 

Gii) 过 (DD; 设 a 是 D*\U 中 任 一 元 素 ,首先 证 明 a 可 分 解 为 
有 限 个 既 约 元 之 积 。 若 a 是 既 约 元 , 则 得 证 。 和 否则 a 可 表 为 < 一 
pia1, 其 中 pi 为 既 约 元 。 再 对 a, 作 同 样 的 分 析 ,可 得 w 或 是 既 约 ， 
或 wu= paz, 其 中 ps 为 既 约 元 ,如 此 下 去 ,可 得 真 因 子 序列 cai， 


Q2， 


由 条 件 ! 必 终 止 于 有 限 项 , 设 ,一 户 ,, 是 既 约 元 。 
a = pipa*ipspstie 

再 证 分 解 式 的 唯一 性 : 设 4a=pip2…p. 二 qi1q2*…qi。 
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对 * 作 归 纳 法 。 

5 二 1 时 a 二 pi 为 既 约 元 ,不 可 能 再 分 解 为 两 个 以 上 的 既 约 元 
的 乘积 , 故 上 一 1,o 一 如 一 9。 

假设 结论 对 ;一 1 成立 。 

当 a==pipe…p. 一 qiq2…q, 时 ,p119192…9qi， 由 于 户 是 素 元 , 故 
必 有 某 个 qi 使 plgi ,由 于 9 的 次 序 可 任意 排列 ,不 妨 设 p,191, 于 
是 有 9 =zxp ,又 由 于 9 也 是 既 约 元 , 必 有 u€EU, 即 户 一 qi 将 qi 一 
up! 代入 a 的 两 个 分 解 式 的 第 二 个 中 ,并 消去 pi 得 w = pspa…p， 
三 (ugz)qs…q,， 由 归纳 假设 ,得 s=z, 并 适当 排列 次 序 后 可 得 户 一 
qi(i=2,3,° ,5)。 

因此 结论 对 任何 正 整 数 ; 均 成 立 。 面 

例如 ,由 高 等 代数 知识 知 整数 环 Z 和 数 域 上 的 多 项 式 环 均 
满足 定理 1 中 的 条 件 1 ,1 ,因而 都 是 唯一 分 解 环 ,而 且 满足 :每 一 
既 约 元 都 是 素 元 。 

环 ZLV 一 5 不 满足 条 件 工 ,因而 它 不 是 唯一 分 解 环 。 

利用 域 上 的 多 项 式 环 忆 [z] 是 唯一 分 解 整 环 ,可 证 明 以 下 
定理 。 
定理 3 域 的 乘 群 的 任何 有 限 子 群 是 循环 群 。 
在 证 明之 前 让 我 们 先 分 析 一 下 证 明 思 路 。 由 于 研究 的 是 域 中 
的 有 限 可 换 群 ,因而 一 是 要 利用 有 限 可 换 群 的 性 质 , 二 是 要 利用 域 
的 性 质 。 

证 设 C 是 域 忆 的 乘 群 的 有 限 子 群 。 

首先 可 利用 有 限 可 换 群 的 不 变 因 子 定理 (2. 11 节 定理 4), 有 
正 整 数 m 及 cEG, 使 0(c)=m, 目 Y a€G 有 a”"=1, 该 正 整 数 
就 是 |G | 的 不 变 因子 组 中 的 最 大 整数 。 该 论断 也 可 不 用 不 变 因 子 
定理 ,单独 证 明 , 留 作 习题 。 

其 次 利用 FF[z]j 的 唯一 分 解 性 , 知 多 项 式 f(x)=x" 一 1 在 
上 最 多 有 m 个 根 。 而 G 中 元 素 都 是 f(z) 的 根 , 故 |G| 志 m; 又 由 
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<c>> 委 G, 得 1cl 记 ms 所 以 1G1= 关 及 C=<c>>。 国 
此 定理 在 第 4 章 域 论 中 要 用 到 。 
下 面 讨论 两 类 最 重要 的 唯一 分 解 整 环 : 主 理想 整 环 和 欧 氏 
整 环 。 


2. 主 理想 整 环 


环 中 由 一 个 元 素 生 成 的 理想 称 为 主 理想 。 如 果 在 一 个 有 单位 
元 的 整 环 中 每 一 个 理想 都 是 主 理想 , 则 此 环 称 为 主 理想 整 环 
(principal ideal domain ) 。 

定理 4 主 理想 整 环 是 唯一 分 解 的 。 

证 设 D 是 主 理想 整 环 ,a€D*\U(D)。 

首先 证 明 a 的 任何 真 因子 链 是 有 限 的 。 用 反 证 法 。 设 有 一 个 
无 限 的 真 因子 链 : 

Q( 一 ao),ala 
其 中 w+, 是 w 的 真 因 子 。 则 对 应 一 个 真理 想 序列 ， 
(a) C (a) CC (as) Co 

令 x A=U(a) 

显然 4 也 是 DD 的 一 个 理想 ,由 于 DD 是 主 理想 整 环 ,存在 元 素 
rED 使 4=(r)。. 由 rEA4 可 设 r€E (qj), 则 aslr, 又 因 ai€ A=(7)， 
得 rlat。 故 ai~r。 类 似 可 得 ar 一 r。 于 是 有 at 一 at, 这 与 atr， 
是 as 的 真 因子 矛盾 。 

其 次 证 明 D 中 任何 两 个 元 a,b 有 最 大 公 因 子 。 令 

1= {xza + wlz,y € D}, 
了 是 由 & 和 45 生 成 的 理想 ,由 DD 是 主 理想 整 环 ,存在 元 素 d4ED 使 
7=(d), 则 存在 ~,sEDD 使 4 一 re 二 ,因为 (SCd), (OOSCd)， 
所 以 dla,d15。 又 车 有 a' 满 足 d'la 和 dd'165, 则 4'|(ra 十 s6)==d, 所 
以 d 是 a 和 4 的 最 大 公 因 子 。 
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综 上 ,由 定理 2 知 忆 是 唯一 分 解 环 。 

由 以 上 的 证 明 过 程 可 得 以 下 推论 : 

推论 1 设 DD 是 主 理想 整 环 ,a.b5€ED,d 是 a,b 的 最 大 公 因 
子 , 则 存在 p,9€ED 使 
pat+gb=d. 
可 见 最 大 公 因 子 定理 在 主 理想 整 环 中 成 立 。 

推论 2 设 刀 是 主 理想 整 环 , 户 是 既 约 元 , 则 D/(p) 是 域 。 

证 因 p 是 既 约 元 ,p~'1,1& (p), 故 D/(p) 取 0。 又 对 任何 
a( 隆 0) ED/(p) ,la,p)~1, 由 推论 1 知 存在 r,sED 使 ra 十 sp= 
1, 则 得 到 7a==1, 所 以 a 可 道 , 因 而 D/(p)' 对 乘法 成 群 。 所 以 
D/(p) 是 域 。 图 

该 推论 的 证 明 也 可 利用 3. 2 节 定 理 1 。 

例 1 环 (Z, 十 ,， ) 是 否 为 主 理想 整 环 ? 

设 A 是 Z 的 任 一 理想 ,由 于 4 是 Z 的 子 加 群 ,而 Z 中 的 子 加 
群 都 是 循环 群 ,所 以 存在 wn€EZ 使 A=(n)。 即 4 是 主 理想 ,所 以 Z 
是 主 理想 整 环 。 

例 2 设 下 是 数 域 ,F[z] 是 否 为 主 理想 整 环 ? 

设 妃 是 F[z] 的 任 一 理想 , 设 及 关 {0}, 令 

A= {deg(f(z)|f(x) € H'), 

其 中 太 “ 指 五 中 的 非 零 多 项 式 集合 。 因 为 deg (f(x)) 宇 0,4 是 非 
负 整 数 集 的 一 个 子 集 , 由 自然 数 集 的 良 序 性 ,4 有 最 小 元 。 设立 是 
4A 的 最 小 元 ,9(z)EH 昌 上 且 deg (g(r))==m, 由 带 余 除 法 对 任何 
g(x)EH 有 


g(z) = p(xr)g(x) + rr), 
其 中 r(z)=0 或 deg(r(z))<=m, 但 因 rr(x)==g(zx) 一 p(x)g(r)€ 
态 , 如 车 r(x) 关 0, 与 m 的 最 小 性 矛盾 。 故 有 
g(7X) = p(x)g(7r), 
所 以 及 = (g(xr)),F[zj 是 主 理想 整 环 。 
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由 例 2 可 得 ,任意 域 屎 上 的 多 项 式 环 FLXj] 是 主 理想 整 环 。 
3. 欧 氏 环 


定义 2 设 DD 是 一 个 有 单位 元 的 整 环 ,车 存在 一 个 D' 到 正 整 

数 集合 的 映射 v 满足 对 任何 a€E D' ,bED 均 有 gq,rED 使 

0 一 ga 十 r， 
其 中 ~=0 或 w(r)<v(Ca), 则 称 刀 是 一 个 欧 氏 环 (Euclidean 
domain)。v(a) 称 为 a 的 范 数 。 

欧 氏 环 就 是 能 进行 某 种 意义 下 的 带 余 除法 的 环 。 带 余 除 法 又 
称 欧 几 里 得 除法 。 整 数 环 Z 和 域 上 的 多 项 式 环 内 都 可 进行 带 余 除 
法 ,下 面 我 们 证 明 它 们 都 是 欧 氏 环 。 

在 Z 中 只 要 定义 v(a)=|a|, 对 任何 a€2Z, 则 对 任何 bE€Z,a 
EZ' 都 有 4q,rEZ 使 

2 一 qa 十 r， 
其 中 r==0 或 |r| 二 la| 即 vr)<v(a), 所 以 Z 是 欧 氏 环 。 

在 数 域 下 上 的 多 项 式 环 R[r] 中 可 定义 v(f (zx))= 
deg(f(zx)) 十 1, 即 可 证 明 F[zj 是 欧 氏 环 。 且 可 推广 到 任何 域 上 
的 多 项 式 环 F[Lx]。 

欧 氏 环 有 以 下 性 质 : 

定理 5 欧 氏 环 是 主 理想 整 环 ,因而 是 唯一 分 解 整 环 。 

证 设 D 是 欧 氏 环 ,A 是 DD 中 任 一 理想 ,车 4=0==(0), 是 主 
理想 ,车 4 关 0, 令 

T= {v(z)|r € A’}, 
其 中 v 是 欧 氏 环 的 范 数 。 了 非 空 且 是 自然 数 集 的 子 集 ,由 自然 数 集 
的 良 序 性 ,7 有 最 小 元 , 设 此 最 小 元 为 m 且 v(a)=m。 由 欧 氏 环 的 
定义 ,对 任何 bED 都 存在 9,rED 使 
b=ag+r, 
其 中 r= 二 0 或 v(r)<v(a). 但 因 r=6 一 ga€ A, 由 vla) 的 最 小 性 , 必 
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有 r=0, 所 以 6=ga€ (a), 故 4= (a) 是 主 理想 ,因而 是 主 理想 整 
环 ,由 定理 3,D 是 唯一 分 解 环 。 玫 

例 3 证 明 高 斯 整数 环 是 欧 氏 环 。 

证 定义 w(e 十 如 ) 一 w2 十 到 ,对 任何 ea 十 和 EZ[C] , 任 取 a=a 
十 AiEZL] ,B==c 十 di€Z[i], 下 面 我 们 来 找 g,rEZ[i] 使 

B=9gat+r, 

其 中 r=0 或 v(r)<v(a)。 

令 g=4 十 wi, 则 

r= pfB—ga=c++ di (ut wi)(a+t bi) 


5 ac 十 bd | ad 一 bc 
Ca + 60)| a «| | w|i 
总 可 选择 适当 的 整数 “与 ww, 使 "一 0 或 
十 bd 1 
Ee 
d — bc L 
|< 


利用 复数 性 质 可 得 v(aas)= 二 v(a1)v(a,), 可 得 
vlr) Sv(a + 了 十 { 动 ]<vc 十 6)， 
L / 


2 
即 存在 gq,r€EZ[ 门 使 


B= ga+r, 
其 中 r=0 或 v(r)<v(a), 所 以 Z[] 是 欧 氏 环 。 
例 3 的 证 明 方法 具有 上 典型 性 。 


习题 3.5 
1. 利用 3.5 节 定理 2 证 明 域 尺 上 的 多 项 式 环 F[z] 是 唯一 
分 解 整 环 。 
2. 证 明 Z[V 一 5] 满 足 定理 2 中 的 条 件 1 。 
3. 证明 Z[ V10] 不 是 唯一 分 解 整 环 。 
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4. ”证 明 在 唯一 分 解 整 环 中 ab~(a,b)[a,bj。 
5. 下列 环 是 否 是 欧 氏 环 , 并 证 明之 : 

(1) ZLv2J]={atbv? la,b€EZ. 

(2) ZLV 一 2 四 =({e 二 OOV 二 2ia,OEZ)。 

(3) Z[V—3]={at+bvV—3la,b€E Z)}. 


(4) D= [a+b V 一 la.6 同时 为 整数 或 同时 为 奇数 的 十 |。 


\ 
6'. 尹 是 大 于 2 的 素数 ,ea 天 0 (modp), 则 xz’ 三 a(modp) 在 Z 
中 有 解 的 充 要 条 件 是 o 所 二 1(modp) ,并 由 此 证 明 当 p 是 形 如 4 
十 1(nEZ+) 的 素数 时 ,p 不 是 Z[ 直 中 的 素 元 。 


7'. 设 p 是 素数 , 则 p 是 Z[i] 中 的 既 约 元 的 充 要 条 件 是 p 
三 3(mod4) 。 


3.6 多 项 式 分 解 问题 


虽然 我 们 已 经 知道 了 不 少 类 型 的 环 是 唯一 分 解 环 ,但 仍 不 能 
判断 Z[z] 是 否 是 唯一 分 解 环 。 因 为 Z[z] 不 是 主 理想 整 环 ,不 难 找 
出 一 个 理想 不 是 主 理想 ,例如 由 2 和 z 生成 的 理想 (2,z) 就 不 是 
主 理想 , 留 作 习题 请 读者 自己 加 以 证 明 。 本 节 要 解决 像 Z[z] 这 样 
一 类 环 是 否 是 唯一 分 解 环 的 问题 ,并 讨论 如 何 判断 一 个 多 项 式 是 
否 可 约 。 


1. 本 原 多 项 式 及 其 性 质 


设 D 是 唯一 分 解 整 环 ,D[z] 是 D 上 的 多 项 式 环 。 显 然 DC 
DL[Lzj,U(D[zxj])=U(D),D[z] 也 是 整 环 。 
定义 1 设 8Z) 一 ao 十 az 十 … 十 asrED[z] 且 9(X) 沽 0, 车 
《aovaivazs ya,) 一 1, 则 称 p(x) 是 本 原 多 项 式 (primitive polyno- 
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mial ) 。 

本 原 多 项 式 有 以 下 性 质 : 

(1) 与 本 原 多 项 式 相伴 的 多 项 式 也 是 本 原 的 。 

设 q(x) 是 本 原 多 项 式 ,f(x)ED[zj],f(z)~g(z), 则 (x)= 
up《z)。u€EU, 设 f(z)=bo 十 bi 十 十 bX” ,9X) 二 ao 十 Qa17T 十 … 二 
anT";NM b=ua(i=0,1,n), 

所 以 (6 加 加) 一 (oa 和 ya) 一 1。 

(2) 任何 一 个 非 零 多 项 式 总 可 表示 为 一 个 本 原 多 项 式 与 D 中 

-个 元 素 之 积 , 且 这 种 表示 法 除 差 一 可 逆 元 因子 外 是 唯一 的 。 

设 F(z) 一 ao 十 aiz 十 … 十 azrED[z]' , 若 (aoa ao) 一 d 
则 可 令 aj==dbi(i==0,1,…,n),， p(x)==bo 十 bit 十 … 十 bx”, 得 
f(x)=dyp(zx),y(7) 是 本 原 多 项 式 。 

若 f(z)=dig (7)=dsp(7) ,p(x) ,g(xz), 都 是 本 原 的 ,因而 
有 四 一 (aoyoty ya) ~d,。 

可 令 di 二 wds,uEU ,于 是 得 udp (x)==dspp(7z), 即 ug (x) 一 
pr), 

(3) 高 斯 (Gauss) 引 理 ”两 个 本 原 多 项 式 之 积 仍 为 本 原 多 
项 式 。 

证 用 反 证 法 。 

设 p(z),p(z) 是 两 个 本 原 多 项 式 ,而 f(x)==q(z)p(x) 不 是 
本 原 多 项 式 , 则 D 中 存在 一 个 既 约 元 p( 也 是 素 元 ) 使 p| f(x)。 由 
于 DLz] 是 整 环 ,根据 习题 3.4 第 5 题 D[z]/(p)=D[z] 也 是 整 
环 ,因为 p + 9(z),p + p(x), 得 P(x) 关 0,B(z) 关 0, 由 plf (zx) 
得 (zx)=0, 于 是 有 W(x) 殉 (zx)=f(z)==0, 这 与 DEz] 是 整 环球 盾 . 

设 忆 的 分 式 域 是 已, 它 与 D[zJ 有 以 下 性 质 : 

(1) 设 刀 是 唯一 分 解 环 , 已 是 万 的 分 式 域 ,/(z)EP[z] , 则 
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f(x) 可 表 为 
f(r) 一 rpCz)， 
人 中 q(x) €E DLz] 是 本 原 多 项 式 ,r€EP。 
此 性 质 很 易 利 用 分 式 域 元 素 的 表达 形式 证 明之 。 
(2) 设 F(z)ED[z], 且 deg(CFGz))>0, 若 7Cz) 在 D[z] 中 不 
可 约 , 则 f(z) 在 P[z] 中 也 不 可 约 。 
利用 性 质 (1) 很 易 证 明 (2) 。 


2，D[x] 的 分 解 性 质 


定理 1 设 刀 是 唯一 分 解 整 环 , 则 D[z] 也 是 唯一 分 解 整 环 。 
证 设 f(z)ED[Lz]。 我们 按 唯一 分 解 环 的 定义 来 证 明 此 
首先 证 明 f(x) 可 表 为 有 限 个 既 约 元 之 积 。 设 /(z)=dg(z)， 
9(7) 是 本 原 多 项 式 ,由 DD 的 唯一 分 解 性 ,d 可 分 解 有 限 个 既 约 元 
之 积 : d==ppa…p。 设 DD 的 分 式 域 为 P, 则 plz) 也 可 看 作 是 P[x] 
中 的 多 项 式 ,由 P[z] 的 唯一 分 解 性 ,p(x) 可 在 P[z] 中 分 解 为 有 
限 个 不 可 约 多 项 式 之 积 :p(x) 二 gi(z)…g,(x), 每 一 个 g,(z) 又 可 


表 为 &(z) 一 笃 o(z), 其 中 %(z)E D[z] 是 本 原 多 项 式 且 不 可 约 。 
因而 可 得 

CHAT) = eqi(z)…qi(z)cyeEDD。 

因为 g(xz)*…g,《z) 也 是 本 原 多 项 式 ,由 一 个 多 项 式 表 为 本 原 多 项 
式 的 唯一 性 (本 原 多 项 式 性 质 (2)) ,得 yx)~qi(x)…g,(z)。 因 而 
得 到 

fz) = pips'* pugi(r)g 7) q(x), 

其 中 wEU ,pi,qi(z) 都 是 D[x] 中 的 既 约 元 。 

其 次 我 们 来 证 这 种 表示 的 唯一 性 . 设 /(z) 有 两 种 既 约 因子 表 
示 式 : 
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f(x) =p1*pqi(r)qg (x) 
=riri (Tu (XT), 
由 于 gi(z)*…gi(x) 与 u(r)*…ui(zx) 都 是 本 原 多 项 式 ,f (x) 表 为 本 
原 多 项 式 的 唯一 性 得 
pz) = qi(z) q(x) = au (7z) ou (7), 
其 中 aEU, 又 因 y(z)E€EP[xj,P[x] 的 唯一 分 解 性 ,得 t=/,g; (x) 
(六 ) 
将 Wz) 代 入 f(z) 中 ,得 
= Pipeps* a 一 ri7a 7 
由 于 AED,D 是 唯一 分 解 的 ,所 以 *=A, 适 当 调 整 次 序 后 有 
户 一 mi。 加 

由 此 定理 立即 可 解决 本 节 开 头 提出 的 ZLz] 是 否 是 唯一 分 解 
环 的 问题 .由 于 乙 是 唯一 分 解 的 环 , 所 以 Z[z] 也 是 唯一 分 解 环 。 由 
此 还 可 证 明 数 域 忆 上 的 多 元 多 项 式 环 F[z ,zi，,…,x,] 也 是 唯一 
分 解 的 ,这 是 因为 F[xi] 是 唯一 分 解 的 ,因而 (F[z)[zxs]=F[x， 
zs] 也 是 唯一 分 解 的 ,依次 类 推 , 得 玉 [zi,zri,…,zo] 是 唯一 分 
解 的 。 

设 刀 是 唯一 分 解 整 环 , 己 是 刀 的 分 式 域 ,由 定理 1 知 DLz] 也 
是 唯一 分 解 的 ,P[z] 显 然 也 是 唯一 分 解 的 ,现在 讨论 两 者 在 多 项 
式 分 解 方面 的 性 质 。 

定理 2 设 D 是 唯一 分 解 整 环 ,P 是 了 的 分 式 域 ,/ (x)€ 
DLxj,degf(x) 之 1, 是 本 原 多 项 式 , 则 

了 (x) 在 DLzxJ 中 可 约 馈 f(z) 在 P[z] 中 可 约 。 

证 =>: “DD[zjCP[zj, 若 f(x)=g(zx)h(zr),deg g(r)> 
ldeg h(x) 宇 1, 则 g(x),h(x)EP[Lzj, 所 以 f(z) 在 P[x] 中 也 
可 约 。 

于; 设 f(z) 在 PLxrJ] 中 可 约 ,要 证 /(x) 在 D[z] 中 也 可 约 。 

设 /(z)=g(z)h(r),g(r).h(r EPLrj,deg g(r)>1, 
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deg h(xz) 之 1, 将 g(r) ,h(x) 经 过 “ 通 分 ”运算 ,可 得 f(x) 表 为 : 
An = La D(z), 
其 中 a,5ED,g1(z) ,h(x)E DLz] 且 是 本 原 多 项 式 。 由 高 斯 引 理 ， 
gi1(X)hi(x) 是 本 原 多 项 式 。 又 由 本 原 多 项 式 性 质 (2) ,一 个 本 原 多 
项 式 的 表示 法 除 差 一 可 道 元 因子 外 是 唯一 的 , 故 委 一 ww~1， 
f(x) = ug (zh (7), 
ugi1(X) ,hi(z)€ED[Lzj, 所 以 f(z) 在 DLxj 也 可 约 。 加 
定理 2 说 明了 f(z)€ED[Lzj 的 可 约 性 与 在 P[Lzj 中 的 可 约 性 
是 等 价 的 。 


3. 多 项 式 的 可 约 性 判断 


首先 给 出 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 。 
定理 3 设 DD 是 唯一 分 解 整 环 ,P 是 DD 的 分 式 域 , f(x) = 


Daz € D[z], 若 过 EP,(r,s)~~1, 是 f(x) 在 P 上 的 一 个 根 ， 
则 
rla,s, siao。 
证 只 需 将 根 s/r 代入 多 项 式 即 可 证 明 。 
NE]=0E) to) tt 
由 此 得 
an 十 ao-is rr 十 … 十 as 十 aom 二 0， 
由 于 (r,s)=1, 立 即 可 得 
rla,, slao。 [J 
一 个 多 项 式 f(z)E D[z] 如 果 在 已 上 有 根 , 则 jz) 在 P[z] 
中 可 约 ,由 定理 2 知 在 DP[z] 中 亦 可 约 。 但 这 只 能 说 明 多 项 式 F(z) 
在 Pfz] 中 是 否 可 分 解 为 一 个 一 次 因 式 与 "一 1 次 因 式 之 积 。 对 于 
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二 +w= 0 


/>>4 的 多 项 式 ,可 分 解 为 两 个 次 数 之 2 的 多 项 式 之 积 ,因而 没有 中 
并 不 能 说 明 f(z) 不 可 约 。 下面 著名 的 艾 森 斯 坦 (Eisenstein) 定 理 
就 可 用 来 判断 次 数 之 4 的 多 项 式 是 否 可 约 。 在 高 等 代数 中 只 对 
Z[x] 和 Q[z] 给 出 此 定理 ,现在 可 以 给 出 更 一 般 的 形式 。 

定理 4( 艾 森 斯 坦 )” 设 也 是 唯一 分 解 整 环 ,f(2) 二 六 ax 


E DL[z], 是 本 原 多 项 式 且 degf(z) 宇 1, 若 有 DD 中 的 不 可 约 元 (也 
是 素 元 )p 满足 

(1) plaGi=0,1,2,.,.n—1) 但 p+ ao 

(2) 加 + ao。 
则 f(z) 在 DLx] 中 不 可 约 ,也 在 P[z] 中 不 可 约 , 其 中 已 是 万 的 分 
式 域 。 

证 用 反 证 法 。 

假设 f(x) 在 D[z] 中 可 约 ,并 设 f(z)==g (z)h(z),g(z)， 
Az)EDLz], 且 


ECz) = Dbr,b, #0, 
im0 


h(z) = ac 天 0， 
则 有 g(z) 与 A(z) 都 是 本 原 多 项 式 , 且 
ae = bocoyau 一 bcion 一 六 十 S， 
因为 la ,大 + au, 所 以 不 妨 设 plbs,p + co。 


又 因为 p + a. 所 以 必 有 p+ b.,p + c.。 于 是 存在 kh:1<hk<r<n 
-1 使 
plbor*** splbiisp + be 
现在 来 看 系数 a,: 
Qt = ica + brid 十 …， 
沁 已 知 条 件 Plus 得 pibco, 这 与 p + b. 目 pc 矛盾 。 
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所 以 f(z) 在 DLz] 中 不 可 约 , 由 定理 2 知 jz) 在 PLz] 中 也 
不 可 约 。 图 

下 面 举例 说 明 如 何 用 这 些 定理 来 判断 一 个 多 项 式 是 否 可 约 。 

例 1 设 f(z)=3z’ 一 xz 十 1, 判 断 f(z) 在 Z[z] 中 是 否 可 约 。 

解 ” 这 是 一 个 3 次 多 项 式 , 若 f(z) 可 约 , 则 f(z) 必 能 分 解 为 
一 个 一 次 因 式 与 一 个 二 次 因 式 之 积 , 因 而 必 有 一 个 有 理 根 , 于 是 可 
利用 定理 3, 用 试 根 法 来 做 : 

把 系数 a,,ao 分 解 因子 ,然后 用 a, 的 因子 做 分 母 ,ao 的 因子 做 
分 子 所 得 的 元 素 代 入 f(x), 由 此 可 以 判断 f(x) 是 否 可 约 。 

本 例 中 ao,=3, 它 的 因子 有 士 1, 土 3。ao=1, 它 的 因子 有 士 1 ,所 
以 f(z) 的 有 理 根 只 可 能 为 土 1, 士 1/3, 分 别 代 入 f(x) 检验 ,可 知 
都 不 是 f(x) 的 根 ,所 以 /(z) 无 有 理 根 ,因而 f(x) 在 Z[z] 中 不 
可 约 。 

例 2 设 f(z)=x’ 一 5z 十 1, 判 断 f(x) 在 Z[x] 中 是 否 可 约 。 

解 ”用 试 根 法 不 能 决定 /(z) 是 否 可 约 ,但 直接 用 艾 森 斯 坦 定 
理 也 无 法 找到 p, 这 时 我 们 可 以 把 f(z) 作 一 个 变形 然后 利用 以 下 
推论 : 

推论 设 DD 是 唯一 分 解 整 环 ,f(z)ED[zj, 则 

f(z) 在 D[z] 中 可 约 名 f(z 十 1) 在 D[zx] 中 可 约 。 

请 读者 自己 完成 它 的 证 明 ,只 需 用 函数 的 变量 置换 很 快 就 可 证 明 。 

再 回 到 例 2, 考 虑 

jz 一 1) 一 友 一 5z4 十 10zs 一 10zz 十 5， 

取 p==5, 由 艾 森 斯 坦 定 理 知 f(z 一 1) 在 Z[xj 中 不 可 约 , 所 以 (x) 
在 ZLzj 中 也 不 可 约 。 

例 3 设 户 为 素数 ,@(z) 一 z- 十 x* 十 … 十 I 十 1 ;判断 B(x) 
在 Z 上 是 否 可 约 。 
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解 B(xz) 可 表 为 


ed | 
x—1" 


Br) = 
Bart Dt 


p 
ae 
因为 | 2a<h<p 一 1D,( 为 什么 ?) 所 以 由 交 森 斯 坦 定理 


知 (x) 在 ZLz]j 中 不 可 约 。 
习题 3.6 


1. 证 明 Z[z] 不 是 主 理想 整 环 。 

2， 设 刀 是 唯一 分 解 整 环 , 已 是 万 的 分 式 域 , 证 明 

(1) f(z)EP[zj, 则 f(z) 可 表 为 /(x)=rg(x), 其 中 rEP， 
Xz) 是 DLz] 上 的 本 原 多 项 式 。 

(2) f(z)ED[zj, 若 f(x) 在 DLx] 上 不 可 约 , 则 f(z) 在 P[x] 
上 也 不 可 约 。 

(3) f(z)EDLz]j 是 首 1 多 项 式 , 若 g(z) 是 f(x) 在 PLx] 中 的 
首 1 多 项 式 因 式 , 则 g(xz)€D[zj。 

3. 若 刀 是 有 单位 元 的 整 环 但 不 是 域 , 则 D[z] 不 是 主 理想 
整 环 。 

4. 判断 下 列 多 项 式 在 QLz] 上 是 否 可 约 : 

(1) zx! 二 1。 

(2) zx? 十 pz 十 1,p 为 素数 。 

(3) zx 十 十 37? 一 x 十 1。 

5. 写 出 Z;[z] 中 全 部 次 数 委 3 的 首 1 不 可 约 多 项 式 。 
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3.7 应 用 举例 
1. 编码 问题 


数字 通讯 在 现代 科学 技术 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ,在 许多 场 
合 下 希望 传递 的 数字 不 出 任何 误差 ,例如 地 面 与 空间 运载 工具 之 
间 的 通讯 ,哪怕 是 一 位 数字 误差 都 可 能 出 大 事故 。 在 计算 机 之 间 的 
数字 传递 ,也 希望 没有 任何 误差 ,我 们 都 有 这 样 的 经 验 :在 输入 程 
序 时 ,哪怕 是 错 一 个 标点 ,这 个 程序 便 运 转 不 起 来 或 出 错 。 然 而 另 
一 方面 由 于 设备 天气 、 操 作 等 方面 的 原因 ,在 传送 信息 过 程 中 难 
免 出 现 误差 ,如 何 解决 这 一 矛盾 呢 ? 

解决 这 一 问题 的 第 一 个 方法 是 设法 判断 所 接收 到 的 信息 是 否 
有 错误 ,如 有 错误 要 求 发 送 者 重 发 这 一 信息 ,为 了 便于 接收 者 检验 
错误 ,可 对 原 信 息 进行 适当 的 加 工 , 为 了 说 明 这 个 问题 我 们 要 引进 
一 些 概 念 。 

设 用 一 个 & 位 的 二 进 制 数码 表示 一 个 信息 , 称 为 一 个 & 位 信 
息 码 , 对 每 个 信息 码 附 加 x 一 位 用 于 检 错 的 数字 构成 一 个 » 位 数 
码 , 称 为 一 个 码 词 。 这 种 码 称 为 (n,k)- 码 。 由 信息 码 得 到 码 词 的 过 
程 称 为 编码 (encoding ) 。 接收 者 收 到 码 词 经 过 检 错 后 取出 信息 ,此 
过 程 称 为 译 码 (decoding) 。 

最 简单 的 检 错 码 是 奇偶 性 检 错 码 , 例 如 我 们 要 发 送 两 位 二 进 
制 的 信息 码 。 可 在 第 一 个 信息 码 上 加 一 位 检验 数字 使 各 位 数 之 和 
是 偶数 : 


并 
ne 


检验 数字 
0 


一 Co 社 


1 
1 
0 


si76™ 


每 个 码 词 由 三 位 数字 组 成 , 当 接收 者 收 到 码 词 后 ,首先 检验 各 位 数 
字 之 和 是 否 是 偶数 , 若 和 为 奇数 , 则 此 信息 必 有 错 , 应 重 发 。 

第 二 种 方法 是 设计 一 种 所 谓 “ 纠 错 码 ”. 使 接收 者 能 按 一 定 规 
则 纠正 收 到 的 信息 中 可 能 出 现 的 错误 ,最 简单 的 纠 错 码 是 重复 码 ， 
在 发 送 时 将 每 一 位 数字 重复 3 遍 以 上 ,例如 


信息 码 码 词 
0 0 0 0 
1 | 


接收 者 收 到 码 词 后 只 需 检查 三 位 数字 是 否 相同 ,如 果 是 两 个 0 一 
个 1, 则 认为 这 一 信息 是 0, 反之 ,两 个 1 一 个 0, 则 认为 这 一 信息 
是 1。 用 重复 码 所 需 发 送 的 码 词 的 长 度 是 信息 码 的 至 少 三 倍 。 

编码 问题 就 是 要 设计 更 加 有 效 而 可 靠 的 检 错 码 或 纠 错 码 。 已 
有 很 多 方法 ,用 群 论 方法 得 到 的 编码 称 为 群 码 。 下 面 我 们 只 简略 介 
绍 一 种 多 项 式 编码 。 


2. 多项式 编码 方法 及 其 实现 


设 信息 码 的 长 度 为 , 码 词 长 度 为 ,我 们 要 设计 一 种 (n,k) 
码 。 
设 要 传送 的 信息 码 为 
Oo06 1 » 
令 
Mm(X) 一 加 十 bz 十 22 十 … 十 biztIE2Zs[z]， 
称 为 信息 码 多 项 式 。 
又 设 码 词 为 
QoQ102… Qu -1y 
令 
zz) 一 ao 十 az 十 az 十 … 十 az IEZ:[z]， 
称 为 码 词 多 项 式 。 
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下 面 给 出 一 种 方法 ,将 每 一 个 信息 码 多 项 式 按 一 定 规则 得 到 
对 应 的 码 词 多 项 式 , 从 而 把 每 一 个 信息 码 变 为 码 词 。 

首先 任 选 一 个 n 一 次 多 项 式 p(x)E2sLxj 作 为 生成 多 项 式 。 
设 mlz) 是 信息 码 多 项 式 ,用 p(x) 除 xz"“m(z) 所 得 的 余 式 为 


r(x), 
即 
XT" tim(z) = g(r)p(r)+r(r),r(r)=0 
或 deg(r(7)) <n—k。 
然后 令 


uC) = r(x) + xz" ‘m(z), 
则 p(x)1v(x),v(z) 就 作为 码 词 多 项 式 , 它 的 系数 就 是 码 词 。 这 
样 ,把 每 一 个 信息 码 通过 以 上 的 多 项 式 运 算 变 为 码 词 .其 过 程 可 用 
例子 简 述 如 下 : 
设 我 们 要 设计 一 种 (7,3) 检 错 码 。 
选 定 一 个 ”一 A=4 次 多 项 式 作为 生成 多 项 式 , 例 如 : 
生成 多 项 式 p(x)==1 十 Xx? 十 zx 十! 


信息 码 = 101 
信息 码 多 项 式 m(z) 二 1 十 x 
ee) 二 十 x 
r(r) 一 1 十 x 
码 词 多 项 式 v(z) 二 1 十 xz 十 x 十 x 
码 词 = 1100 101 
检验 数字 ”信息 


对 每 一 个 信息 码 都 可 作 以 上 计算 求 得 对 应 的 码 词 。 接 
收 者 收 到 码 词 后 , 先 写 出 收 到 的 码 词 多 项 式 wxCz), 然 后 检 
验 p(x) 能 否 整除 u(xz), 若 plz) lulzx), 则 此 信息 无 错 , 否 
则 信息 有 错 。 

例 1 设 生成 多 项 式 p(x)==1+ 光 十 zx 十 zx*, 检 验 以 下 两 个 码 
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词 是 否 有 错 ? 
(1) 1011011。 
(2) 1100101, 
解 只 需 作 多 项 式 除法 : 


好 十 1 
证 小 工 十 工 十 +z 十 1 
Wea a 
起 J 


ZX 十 Xx: 十 Xx 十 1 
2 
故 码 词 (1) 有 错 。 类 似 可 知 码 词 (2) 无 错 。 


例 2 设 生成 多 项 式 (z) 一 1 十 z 十 世 , 编 出 所 有 的 (6,3) 码 。 
解 用 上 述 方法 可 求 出 所 有 的 (6,3)- 码 如 下 表 : 


信 息 码 ” 词 

| 检验 数字 信息 码 _ 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 有 .和 1 0 0 
ME He 0 1 1 0 1 0 
0 0 1 1 1 1 人 让 二 
42 办 1 0 1 ps 
1 0 1 0 0 1 le 半 
0 1 1 1 0 0 由 
0 1 0 于 


需要 指出 的 是 , 当 收 到 的 码 词 多 项 式 w(x) 不 能 被 p(x) 整 除 
时 , 则 此 码 词 必 有 错 。 但 若 有 p(x) u(xz), 这 时 收 到 的 码 词 并 非 一 
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定 无 错 , 也 有 可 能 错误 位 数 多 而 检查 不 了 ,例如 在 例 2 的 (6,3)- 码 
中 ,如 在 传送 时 同时 产生 三 位 误差 , 则 可 能 由 这 一 个 码 词 变 成 男 一 
个 码 词 ,但 这 种 发 生 多 位 错误 的 概率 很 小 。 

读者 可 能 会 想 ,用 这 种 编码 方法 所 需 的 计算 工作 量 和 操作 工 
作 量 会 大 大 增加 ,实在 太 不 方便 了 。 幸 运 的 是 ,可 设计 一 种 专门 的 
线路 ,无须 作 任何 多 项 式 的 运算 ,操作 员 发 报时 也 只 需 打 信息 码 就 
可 以 了 ,线路 会 自动 转换 成 由 p(z) 生 成 的 码 词 。 接 收 时 也 有 专门 
线路 自动 检验 是 否 有 错 。 下 面 举 例 说 明 。 

设 p(x) 二 1 十 zx 十 x*, 可 设计 一 个 发 送 线路 如 图 3. 1 。 
符号 ; 田 : 模 2 加 法 器 

X': 单 位 延 时 器 一 一 将 输入 的 信息 延迟 一 个 单位 时 间 再 


输出 


OR: 或 门 0+0=0,0 十 1=1,1 十 1=1。 
编码 线路 为 图 3. 1。 


m(x) 


Cr) 一 1 十 z 十 培 的 编码 线路 
图 3.1 
操作 步骤 ， 
(1) 开关 K 接 通 1 ,并 打 入 信息 码 。 
(2) 输 完 信 息 码 后 将 K 拨 向 2。 
对 于 此 例 ,详细 步骤 如 下 表 
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寄存 器 状态 

步 又 | 待 输入 的 信息 码 | 人 输出 的 码 词 

| eo 

0 011 |000 0 

1 0 1 ， 

2 0 101 1 

3 1 0 0 0 11 

4 K 倒 向 2 0 1 0 0011 

5 0 0 1 00011 

6 | | o 0o 0 i 
Nes i 
检验 数字 信息 码 

对 于 此 例 可 设计 一 个 接收 时 的 检 错 线路 如 图 3. 2, 设 接收 到 的 信 


息 为 100110。 


接收 到 的 等 待 检 错 的 寄存 器 内 容 

码 词 u(z) XX Xx 

0 100110 | 0000 
1 10o0o0o11 | 0 0 
2 | 1001 1 0 

3 1 0 0 110 

4 1 0 0o11 

5 1 | 1 1 1 

6 让 0 0 1 


由 于 最 后 信息 接收 完 后 寄存 器 内 的 数码 不 全 为 4. 故 PCz) 1 
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u(x), 所 以 有 和 错 。 
关于 编码 问题 在 这 里 只 介绍 一 点 最 基本 的 概念 ,有 兴趣 的 读 
者 可 参看 有 关 专 著 。 


习题 3.7 


1. 写 出 由 如 (z) 一 1 十 xz 十 zs 生成 的 所 有 (6,3)- 码 。 

2. 检验 下 列 接收 到 的 信息 是 否 有 错 ,生成 多 项 式 为 p(x) = 
1 十 XT? 十 TX’: 十 x*。 

(1) 10011011 。 

(2) 01110010。 

(3) 10110101 。 
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域 是 环 的 一 种 ,在 前 一 章 中 已 经 给 出 了 域 的 概念 ,这 一 章 我 们 
要 对 域 作 进一步 的 研究 。 由 于 在 域 中 对 加 减 乘 运算 都 封闭 ,因而 许 
多 与 四 则 运算 有 关 的 问题 都 涉及 域 的 性 质 ,例如 几何 作 图 问题 . 代 
数 方程 求解 问题 等 。 我 们 将 围绕 这 两 个 问题 展开 对 域 的 讨论 。 


4.1 域 和 域 的 扩张 ,几何 作 图 问题 


我 们 已 经 知道 ,如 果 一 个 环 至 少 含有 0 和 1 两 个 元 素 ,每 一 个 
非 零 元 均 有 逆 元 , 则 此 环 称 为 除 环 ,可 交换 的 除 环 为 域 。 下 面 先 介 
绍 域 的 基本 结构 ,然后 再 讨论 扩 域 的 性 质 。 由 于 域 是 一 种 特殊 的 
环 , 所 以 有 关 环 的 一 些 性 质 在 域 中 都 成 立 , 不 再 重复 了 。 


1. 素 域 和 域 的 特征 


设 (K, 十 ,。) 是 域 ,F 是 K 的 非 空 子 集 , 且 (F, 十 ,*， ) 也 是 
域 , 则 称 是 KK 的 子 域 (subfield),K 是 下 的 扩 域 (extension 
field), 记 作 F<K。 

设 $ 是 域 F 中 的 一 个 非 空 子 集 , 则 包含 5 的 最 小 子 域 , 称 为 
由 S 生成 的 子 域 , 记 作 (4S)。 由 元 素 1 生成 的 子 域 称 为 素 域 (prime 
field)。 由 于 它 是 任何 一 个 域 中 最 小 的 域 ,并 且 表 征 了 这 个 域 的 特 
性 ,因此 ,首先 应 搞 清 素 域 的 结构 。 为 此 ,又 必须 分 析 元 素 1 的 
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性 质 。 
定理 1 设 F 是 域 , 则 元 素 1 在 (F, 十 ) 中 的 阶 数 或 为 某 个 素 
数 p, 或 为 无 穷 大 。 
此 定理 很 容易 证 明 , 请 读者 自己 完成 。 
定义 1 设 下 是 域 ,车 元 素 1 在 (F ,十 ) 中 的 阶 数 为 素数 p, 则 
称 p 为 域 让 的 特征 (characteristic); 若 元 素 1 在 (F, 十 ) 中 的 阶 数 
为 无 穷 大 , 则 称 FF 的 特征 为 0,F 的 特征 记 作 chF, 故 有 
1 车 0+(1)=p， 
chF= 
0， 车 0+(1)=o0。 
下 面 讨 论 素 域 的 结构 与 性 质 。 
定理 2 设 下 是 域 ,F。 是 FF 的 素 域 , 则 
Q， 当 chF = 0， 
2Z,， 当 chF = p( 素 数 )。 
证 若 chFf==0 则 0+(1)=o0, 对 任何 n,m( 隆 0)EZ 有 Gn。 
Dm*» DIERF,, 
(1)={* Dm 1) 7 nmEZ ,m0}2Q, 
所 以 Foc2Q。 
车 chF==p( 素 数 ), 则 07 (1)=p, 二 1 名 Z,, 所 以 F522，。 
国 


no 


由 此 还 可 得 出 以 下 结果 : 
(1) 若 chf=0, 则 FF 是 无 限 域 。 若 下 是 有 限 域 , 则 chF 是 某 
个 素数 。 
(2) 车 下 是 特征 为 p 的 域 , 则 
(i) 对 任何 a€EF 有 pa=0; 
(ii) 对 任何 a€ F* 且 na==ma, 则 nn 三 m(modp)。 
(iii) 对 任何 a,5E 下 有 (a 十 p)” 二 a* 十 br ,e 为 任意 正 整数 。 
(3) YnEZ'* 且 ptn(p 为 素数 ) 有 
、 n?!= 1( mod p)。 
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(4) 域 的 乘 群 (F",。) 的 任何 有 限 子 群 都 是 循环 群 。 在 3. 5 
节 中 已 证 明 过 此 定理 。 其 余 证 明 均 留 作 习题 。 

上 面 我 们 介绍 了 域 中 的 最 小 子 域 一 素 域 的 结构 ,同时 讨论 
了 由 域 的 特征 所 决定 的 域 的 性 质 。 下 面 则 从 另 一 方向 一 一 域 的 扩 
张 来 讨论 域 的 性 质 。 


2. 扩张 次 数 ,代数 元 和 超越 元 


设 下 是 域 ,K 是 已 的 扩 域 , 怎 样 来 描述 天 与 FF 的 关系 呢 ? 

由 于 对 任何 ww,wus€kK 和 对 任何 a,bEF 有 aui 十 bus€ 民 ,我 
们 可 以 把 K 中 元 素 看 作 向 量 , 则 aw 十 bu; 是 向 量 w 与 us 在 FF 上 
的 线性 组 合 ,从 而 K 是 F 上 的 一 个 向 量 空间 。 需 要 指出 的 是 ,要 把 
过 去 高 等 代数 中 向 量 空间 的 定义 推广 如 下 : 

定义 2 设 V 是 一 个 吉 群 ,F 是 一 个 域 ,对 任何 aE F,v€EV 
定义 一 个 元 素 avEV 满足 以 下 性 质 :a,BEF,u,v€EV 有 

(1) a(u t+v)=autav; 

(2) (a-B)u=aut Bu; 

(3) a(Bu)= (aB)u; 

(4) 1 * v=v。 

则 称 V 是 域 尺 上 的 一 个 向 量 空间 或 线性 空间 。 

此 定义 不 仅 把 在 数 屎 上 的 向 量 空 间 推广 到 在 一 般 的 域 上 
的 向 量 空间 ,而 且 利用 群 的 概念 从 形式 上 简化 了 定义 的 叙述 。 

让 我 们 再 回 到 域 和 它 的 扩 域 KK 上来。 由 于 K 是 玉 上 的 线 
性 空间 ,此 空间 的 维 数 就 称 为 K 对 下 的 扩张 次 数 (extension 
degree), 记 作 (K : FF)。 当 (K:F) 有 限时 , 称 KK 是 F 上 的 有 限 扩张 
(finite extension) ,否则 称 为 无 限 扩张 。 

如 果 下 ,KK,E, 都 是 域 , 且 FCKCE, 都 是 有 限 扩张 , 则 有 以 下 
的 所 谓 “ 望 远 镜 公 式 ”: 
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(E:F)= (E: K)(K:F)., 

利用 向 量 空间 中 的 基 可 证 明 此 公式 。 

例 1 设 Q 是 有 理 数 域 ,K 一 {a+b V2 1a,bEQ},E={a+t 
B V3 la,BEK},R 为 实数 域 , 则 有 QSKCSECR。 在 K 中 可 找 
到 一 组 基 :1, V2 , 故 (K:Q)=2。 在 E 对 KK 的 向 量 空间 中 可 找到 
一 组 基 :1, V 3 ,因而 (已 :天 ) 一 2。 而 在 已 对 Q 的 向 量 空间 中 ,1， 
V2，,V3,V6 是 一 组 基 , 故 (E : Q)=4 满足 望远镜 公式 。 在 R 
对 Q 的 向 量 空间 中 ,可 以 找到 无 穷 多 个 线性 无 关 的 向 量 , 故 (R : 
Q)=co。 

扩张 次 数 反 映 了 扩 域 与 子 域 之 间 的 相对 大 小 ,但 还 没有 反映 
它们 的 元 素 在 性 质 上 的 差别 。 我 们 对 域 中 的 元 素 作 以 下 的 分 类 : 设 
及 是 下 的 扩 域 ,wE 天 , 若 x 是 已 上 的 一 个 多 项 式 f(x) 的 根 , 则 称 
& 是 下 上 的 代数 元 (algebraic element), 否则 称 为 超越 元 (tran- 
scendantal element), 设 x 在 下 上 的 最 小 多 项 式 ( 指 x 是 根 的 次 数 
最 低 的 首 1 多 项 式 ) 为 m(z), 且 deg mm(z)=~, 则 称 x 是 尺 上 的 
次 代数 元 。 有 理 数 域 Q 上 的 代数 元 称 为 代数 数 (algebraic 
number),Q 上 的 超越 元 称 为 超越 数 (transcendantal number) , 例 
如 V2 ,1+: 等 都 是 代数 数 ,而 x,e 是 超越 数 。 

这 样 ,我 们 把 扩 域 上 的 元 素 相 对 于 子 域 分 成 两 大 类 ,代数 元 
和 超越 元 。 它 们 有 很 大 的 差别 。 由 此 ,可 对 扩 域 的 结构 作 详 细 的 
分 析 。 

设 EE 是 FF 的 扩 域 ,SSE 是 一 个 非 空 子 集 ,我 们 把 包含 与 S 
的 最 小 子 域 称 为 F 添加 S 所 构 战 的 扩 域 , 记 作 FF(S)。 添加 一 个 元 
素 uEE 所 得 之 扩 域 记 作 (wu) , 称 为 F 上 的 单 扩张 (simple exten- 
sion)。 对 于 单 扩张 有 以 下 明显 的 表达 式 : 

定理 3 设 E 是 FF 的 扩 域 ,EE, 则 
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ftao 十 aa 十 … 十 ai :la € F} 
宪 FE[z]/Cm(Cz)), 当 xz 是 严 上 的 代数 元 ， 
Fu) 二 」 且 m(z) 是 w 在 F 上 的 最 小 多 项 式 ,deg m(z) 一 


(2 f(r) gx) € F[z],g 天 0 


舌 F(z) 的 分 式 域 , 当 w 是 六 上 的 超越 元 。 


且 有 
deg m(z)， 当 x 是 下 上 的 代数 元 ,mm(z) 

(Fl(u): F)= | 是 u 在 F 上 的 最 小 多 项 式 。 

co， 当 wu 是 上 的 超越 元 。 

该 定理 形式 上 看 起 来 比较 复杂 ,实质 上 分 两 种 情况 : (1) 当 
是 下 的 代数 元 ,(2) 当 w 是 上 的 超越 元 。 下 面 证明 此 定理 。 

证 (1) 设 w 是 KF 上 的 代数 元 ,m(z) 是 u 在 F 上 的 最 小 多 项 
式 ,deg m(z) 二 n。 因 为 F[z] 是 主 理想 整 环 ,由 3.5 节 的 推论 2, 知 
F[xj/《m(z)) 是 域 。 由 于 FCu) 可 表 为 F(u)=={ao 十 Qu 十 … 十 qs_1 
u" |a€EF},F[zrj]/(m(zx)) 可 表 为 
F[z]/(m(zx)) 一 {ao 十 az 十 … 十 aiz t+ (m(z)) la EF)}, 
作 天 (zx) 到 天 Lz]/Gm(Cz)) 的 映射 

Gy rTr(u) rT) 十 (maGCz))YrGe) E Fu) 
由 于 i(z) 十 (m《(7z))==ro(zT) 十 (m(z)) 过 ri(wu)==rslu), 故 o 是 单 
射 ,显然 是 满 射 。 

再 证 o 保持 运算 : Y ri(w),rs(u)EF[uj, 显 然 有 obriCw) 十 
ra(W)) 二 ri(z) 十 ra(x) 二 ori(w)) 十 obr;(w)); 假 设 7(r)ri(zr)= 
r(x) 十 gqg(z)m(z), 则 有 

oni (Wra(u)) 一 afr(zt)) 一 r(zr) + (mx)) 
=(ri(7) 十 (m(z))) » (ro(z) + mlx))) 
=0(ri(u))o(r,(u)), 


所 以 a 是 下 (w) 到 F[x])(m(zx)) 的 同 构 , 即 FG) 儿 F[z]/(m(zx)) 
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且 ols=1。 
由 于 1,u,…,u”! 是 下 (w) 中 一 组 基 , 所 以 (F (w):F) 二 n。 
(2) 当 w 是 越 超 元 时 ,VY 非 零 多 项 式 g(xz)E FLz], 有 g(u) 关 


0, 令 


_ fl) _ =) 
K= (£3 = /e800) fi,g (0 € Flrlg o) 


不 难 证 明 K 是 域 , 且 是 包含 u 与 的 最 小 的 域 , 故 


Rk 名 ) 


三 FLz] 的 分 式 域 。 
并 有 (Fux):F) 一 co。 图 
定理 3 的 证 明 虽 然 较 长 ,但 并 没有 特别 的 技巧 ,只 是 通常 证 明 
环 同 构 的 方法 。 
下 面 我 们 要 把 扩 域 的 性 质 与 扩张 次 数 进一步 联系 起 来 。 


3. 代数 扩张 与 有 限 扩张 


设 玉 是 下 的 扩 域 , 若 K 中 的 每 一 元 素 都 是 上 的 代数 元 , 则 
称 K 是 上 的 代数 扩张 域 (algebraic extension) ,否则 , 称 KK 为 下 
上 的 超越 扩张 域 (transcendantal extension ) 。 
显然 ,添加 代数 元 的 扩张 是 代数 扩张 ,添加 超越 元 的 扩张 是 超 
越 扩张 ,但 在 一 般 情况 下 ,如 何 判 断 一 个 扩 域 是 否 为 代数 扩张 ,我 
们 有 以 下 定理 。 
定理 4 设 K 是 FF 上 的 有 限 扩张 , 则 K 是 下 上 的 代数 扩张 。 
证 设 (K :了 )=n, 任 取 wuE€KK, 元 素 1,u,w?，,…,w" 在 线性 空 
间 天 中 必 线 性 相关 , 故 有 ao,a1,as,…,a,EF 使 
ao 十 au 十 az 十 … 十 at" 一 0。 
JCz) 一 ao 十 az 十 aszz 十 … 十 aszn， 
则 w 是 f(z) 的 根 ,所 以 是 F 上 的 代数 元 , 即 天 中 任何 元 素 都 是 
*。，188。 
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令 


到 上 的 代数 元 , 故 玉 是 下 的 代数 扩张 。 里 

值得 注意 的 是 ,定理 4 的 逆 定 理 不 成 立 。 代 数 扩张 不 一 定 是 有 
限 扩张 ,例如 在 Q 上 添加 所 有 方程 xz* 一 2 二 0 (n= 二 2,3,…) 的 所 
有 复数 根 , 所 得 的 扩 域 是 代数 扩张 域 , 但 不 是 有 限 扩张 。 

关于 代数 扩张 还 有 以 下 一 些 结论 : 

(1) 车 KK 是 下 的 扩 域 ,a,bEK 分 别 是 玉 上 的 mx 次 和 次 代 
数 元 , 则 (F(a,6b) : F) 坟 mn。 

这 个 性 质 很 容易 用 望远镜 公式 证 明 。 

(2) 设 天 是 已 的 扩 域 ,a,pEK 是 上 的 代数 元 , 则 a 土 6,ab， 
a/b(b 取 0) 都 是 上 的 代数 元 。 

此 性 质 利 用 本 节 性 质 (1) 和 定理 4 即 可 证 明 。 

(3) 车 KK 是 F 上 的 代数 扩张 ,E 是 KK 上 的 代数 扩张 , 则 玉 是 
下 上 的 代数 扩张 。 

此 性 质 的 证 明 过 程 如 下 : 任 取 w € E, 设 是 多 项 式 /(x) = 


az € K[z] 的 根 ,考虑 扩 域 K， = F(ao,al,…,a,), 由 性 质 
(1), 可 得 (Ki:F) < co, 所 以 (Fo : 天) 入 (Ki(u):F)= 


(Ki(u) : K1)(Ki: F) < ceo, 再 由 定理 4 得 证 。 读 者 不 妨 自己 详细 
写 出 证 明 。 


4. 几何 作 图 问题 


历史 上 所 谓 的 “ 规 尺 作 图 问题 ”是 指 用 圆规 和 一 根 无 任何 标记 
的 直 尺 能 作出 哪些 图 形 。 有 以 下 几 个 典型 问题 :(] ) 两 倍 立方 体 问 
题 , 作 一 个 立方 体 使 它 的 体积 是 一 个 已 知 立 方 体 体 积 的 两 倍 。 
(2) 三 等 分 任意 角 问 题 。(3) 圆 化 方 问题 : 作 一 个 正方 形 使 其 面积 
等 于 已 知 半径 为 的 圆 的 面积 。(4) 分 圆 问题 :将 一 个 圆周 等 分 
等 分 .这 些 问题 在 历史 上 曾经 困扰 古人 很 长 时 期 ,直到 出 现 近世 代 
数 ,它们 才 得 到 圆满 的 解决 。 但 是 ,由 于 中 学 里 不 可 能 学 习 近 世 代 
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数 ,因而 不 断 有 一 些 只 具 中 学 数学 知识 的 青年 还 在 研究 这 些 问题 ， 
应 该 劝导 他 们 不 要 再 在 这 些 问 题 上 浪费 时 间 。 

下 面 来 看 近世 代数 是 如 何 解决 这 些 问题 的 .首先 ,我 们 要 把 这 
些 问题 化 为 近世 代数 的 问题 。 

《1) 几何 作 图 问题 的 代数 提 法 

设 在 平面 上 已 知 m 个 点 ,我 们 可 选择 一 个 平面 直角 坐标 系 和 
确定 点 (0,1) ,并 设 在 此 坐标 系 中 已 知 的 m 个 点 的 坐标 为 (zi,y)， 
zn yn);, 令 下 二 QTY ,Tmyym) 从 这 些 已 知 点 出 发 通过 有 
限 次 下 列 的 操作 可 构造 出 的 点 称 为 可 构造 点 ,对 应 的 坐标 称 为 可 
构造 数 。 这 些 操作 是 : 

(i) 通过 已 得 到 的 两 点 画 一 条 直线 ; 

(Gii) 以 已 得 到 的 某 个 点 为 圆心 ,以 已 得 到 的 某 两 个 点 之 间 的 
距离 为 半径 画 圆 ; 

(iii) 计算 并 标 出 两 直线 的 交点 坐标 ; 

(iv) 计算 并 标 出 一 直线 和 一 圆 的 交点 坐标 ; 

(v) 计算 并 标 出 两 圆 的 交点 坐标 。 

因而 规 尺 作 图 问题 化 为 求 出 所 有 可 构造 数 的 问题 。 

(2) 可 构造 数 基 本 定理 

定理 5 设 KK 是 所 有 可 构造 数 的 集合 , 则 K 是 实数 域 R 的 子 
域 ,是 有 理 数 域 Q 的 扩 域 , 即 Q<K<R。 

证 首先 证 是 一 个 数 域 :对 任何 a,5EK,a 十 6 可 用 圆规 直 
尺 做 出 (以 下 简称 “可 做 出 ”), 故 a 十 bEK;ab 可 做 出 ( 见 图 4. 1)， 


QT1 b 
1 1 
a 1 a ab 


图 4.1 
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故 ap6E 天 ;对 任何 eaE 天 ,ae 天 0,a ' 可 做 出 , 故 a 'EK。 所 以 K 是 
一 个 域 。 
再 证 天 是 Q 的 扩 域 :由 于 (0,1) 已 知 , 故 


Q= 人 玫 | mme Zn 六 oj 中 元 素 均 可 做 出 ,所 以 QSK。 

最 后 证 K 是 的 子 域 , 因 直 线 与 圆 的 交点 坐标 和 图 之 间 的 交 
点 坐标 除 涉及 十 ,一 ,X ,二 运算 外 ,只 涉及 正 数 的 开平 方 运算 。 而 
正 数 a 开平 方 可 做 出 (图 4. 2), 且 


Va ER, 所 以 天 SR。 国 
定理 6( 可 构造 数 的 充 要 条 件 ? 
实数 a 可 构造 的 充分 必要 条 件 是 


存在 一 个 有 限 的 域 链 : 
F=K,<K<K, 图 
<……<<K,.<R, 
满足 (Km :K) 王 2 (i==0,1,…,n 一 1) 和 使 a€ K,。 
证 先 证 充分 性 。 设 有 以 上 域 链 使 ae€ K,, 因 已 知 点 (0,1), 对 
1 作 四 则 运算 可 得 Q 中 任何 元 素 , 故 Q 中 元 素 均 可 做 出 ,类 似 可 
证 下 二 Q(z sy， ,Xmsym) 中 任何 数 均 可 做 出 。 现 设 天 ,-: 可 做 出 
《 指 K,-! 中 任何 元 素 可 做 出 ), 因 (K;:K;_1)=2, 可 设 Ki 在 Ki 上 
的 线性 空间 的 基 为 1,0, 则 1,0,FF 线性 相关 ,存在 ae,b,cE 天 -使 
ag: 十 b0 十 c 王 0 (a 关 0), 得 0=( 一 b 士 VY 本 一 44c)/2a, 由 定理 5 的 
证 明 过 程 ,9 可 做 出 , 目 K; 二 K;_1(0)=={k 十 ko01k1 ,RE K, 1), 所 
以 K; 中 任意 元 素 均 可 做 出 。 余 此 类 推 ,可 得 KK, 中 任何 元 素 均 可 
做 出 ,因而 a 可 做 出 。 
必要 性 : 设 a 可 构造 , 则 在 上 通过 有 限 步 操作 (i) 一 (v) 可 得 
到 a, 设 在 这 有 限 步 操作 中 逐次 作出 数 m ,a。，… ,a 二 a。 并 令 K;= 
Ki_1(%) (i 二 1,2,"…,m)。 由 于 每 次 操作 是 对 已 知 可 构造 数 进行 四 
则 运算 或 开 方 , 故 (K,:K._,) 二 1 或 2。 由 此 可 得 如 上 之 域 链 。 量 
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推论 (可 构造 数 的 必要 条 件 》 若 ER 可 构造 , 则 (F(a) : 严 ) 
一 2", 为 非 负 整数 。 

(3) 若干 几何 作 图 问题 的 解 

根据 以 上 定理 ,立即 可 以 推出 ,两 倍 立方 体 问题 与 圆 化 方 问题 
都 是 不 可 能 用 圆规 直 尺 解决 的 。 

对 于 三 等 分 任意 角 问 题 有 以 下 定理 。 

定理 7 角 9 可 以 三 等 分 的 充分 必要 条 件 是 多 项 式 47’ 一 3zx 
一 cos9 在 Q(cosp) 上 可 约 。 

证 首先 ,由 已 知 9 可 做 出 cosp。 设 0=q/3, 由 公式 cosg 一 
cos30 一 4cos30 一 3cosb 可 得 cosb 是 多 项 式 f(x)=47x’ 一 37 一 cosg 
的 根 。 

下 面 先 证 必要 性 : 设 9 可 三 等 分 , 即 9 与 cosg 可 做 出 , 令 到 一 
Q (cosy) ,由 定理 6 的 推论 ,得 (F (cos0) : )==2" 之 3, 所 以 
《FF(cos0) : F) 过 2, 故 f(z) 在 下 上 可 约 。 

充分 性 ; 若 f(z) 在 上 可 约 , 则 cos0 是 上 的 一 个 次 数 小 于 
等 于 2 的 多 项 式 的 根 , 故 有 (F(cos0) : 下 )<<2, 由 定理 6,cosg 可 
做 出 。 国 

由 定理 7 立刻 可 以 得 到 三 等 分 任意 角 问 题 的 否定 的 回答 ,只 
要 举 一 反 例 足 矣 。 

取 9 一 x/3, 则 下 =QCcosp) 一 Q, 多 项 式 


二 
2， 


f(x) 一 4z3 一 3z 一 cosgy 一 4z3 一 3z 


在 Q 上 不 可 约 (为 什么 ?), 所 以 9 不 能 三 等 分 。 
必须 注意 ,前 面 对 规 尺 作 图 问题 的 严格 限制 :在 圆规 与 直 尺 上 
不 能 作 任何 标记 。 如 果 允 许 在 直 尺 上 作 标 记 , 我 们 可 以 用 下 述 方法 
三 等 分 任意 一 个 角 。 设 人 4OB 是 任意 一 个 角 (图 4. 3), 以 1 为 半 
径 画 圆 , 分别 交 04,0B 于 P,Q 两 点 ,在 直 尺 上 标 出 X,Y 两 个 
点 ,使 XY 一 1。 然 后 让 直 尺 始终 过 Q 点 而 移动 直 尺 ,使 直 尺 上 的 和 
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点 在 O4 的 延长 线 上 ,并 使 Y 点 落 在 圆周 上 ,这 时 人 OXY -- 
一 4OB/3。 


关于 分 圆 问题 讨论 如 下 。 

首先 ,由 x/3 不 能 三 等 分 可 得 出 正 18 边 形 不 能 做 出 ,因而 不 
能 将 圆周 任意 等 分 。 我 们 先 证 以 下 结果 。 

定理 8 设 记 是 素数 ,车 正 p 边 形 可 做 出 , 则 p 是 如 下 形式 的 
费 尔 马 素数 :p= 二 2 十 1,m 汪 0 整数 。 


证 设 f=cos ti sin 公车 正 户 边 形 可 做 出 , 即 cos 次， 
sin 做 可 做 出 ,由 定理 6 的 推论 ,得 出 | Q| cos 经 ,sin 至 | ,oj =z, 


(Qleos 吾 ,sin 谋 沁 :9|= 2 而 QSQ 
所 以 (Q(8):Q)=2',r<k 十 1。 
另 一 方面 , 是 多 项 式 (xz) 二 =z?! 十 xz? ?十 … 十 x 十 1 的 根 ， 
B(z) 在 Q 上 不 可 约 ( 见 3.6 节 ), 故 有 (Q(6):Q)=p 一 1。 
由 此 得 p 一 1=2",p==2" 十 1。 由 于 为 素数 ,r 必须 是 2 的 震 
(为 什么 ?), 所 以 p= 二 2* 十 1。 站 
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cos ,sin pd 3 


p 


此 定理 只 给 出 了 正 ” 边 形 可 做 出 的 必要 条 件 , 由 此 必要 条 件 
可 知 n 二 7,11,13 等 都 是 不 可 做 出 的 。 那 究竟 对 哪些 ”可 做 出 呢 ? 
我 们 将 在 4.4 节 中 给 出 分 圆 问 题 的 完全 解答 。 


习题 4.1 


1. 设 下 是 域 ,ch 一 户 (素数 ) ,a,E 屎 ,证 明 : 

(1) na=ma(aA0)>n=m(modp).。 

(2) (a 土 6)* ==a? 土 br ,e 之 0 整数 。 

2. 设 Z[ 门 为 高 斯 整数 环 , 求 域 Z[i]/(2 十 门 的 特征 。 

3. 设 p 为 素数 ,证 明 对 任何 满足 (n,p)==1 的 正 整 数 x 有 


nr ! = 1(modp).。 


4. 设 K 是 下 的 有 限 扩张 ,E 是 K 的 有 限 扩张 , 则 EE 是 F 的 
有 限 扩张 , 且 
(E:F)= (E: K)(K:F). 
5. 设 K 是 FF 的 扩 域 ,a,5EKK 分 别 是 上 的 m 次 和 次 代 
数 元 ,证 明 (F(a,6) : 过 mn 且 当 (m,n)==1 时 等 式 成 立 。 
6. 设 Q 是 有 理 数 域 
(1) 求 xEQCV2,yY5) 使 QCV2 ,3%5)=Qco)。 


(2) 元 素 zwEQCV2,yY5) 使 QCV2,Y%5) 关 Q(o) 应 满 
足 什么 条 件 ? 

7. 设 正 整数 mi,a, 《mi,mz) 二 1, 若 正 mi 边 形 与 正 ms 边 
形 均 可 做 出 ,证 明正 ma 边 形 亦 可 做 出 。 

8. 证 明 72° 角 可 三 等 分 。 

9， 设 a,bEZ,|al<161,cos0= 妈 二 22, 证明 0 可 三 
等 分 。 
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4.2 分 异域 ,代数 基本 定理 


这 一 节 我 们 将 围绕 次 代数 方程 的 求解 问题 ,对 域 作 进一步 
的 研究 。 首先 ,我 们 要 问 ,对 域 下 上 的 一 个 多 项 式 f(z), 是 否 存 在 
下 的 一 个 扩 域 包含 f(z) 的 所 有 根 , 这 就 是 下 面 要 讨论 的 所 谓 “ 分 
裂 域 ”的 问题 。 


1. 分 裂 域 


设 下 是 域 ,f(z)EF(z), 包 含 f(z) 的 所 有 根 的 下 的 最 小 扩 
域 , 称 为 f(z) 在 FR 上 的 分 裂 域 ,可 更 确切 地 定义 如 下 。 

定义 1 设 /(z)EF[zj,Ey 是 FF 的 扩 域 且 满 足以 下 条 件 : 

(1) f(z) 在 E; 上 可 分 裂 为 线性 因子 ; 

(2) Ej 可 由 下 上 添加 f(z) 的 所 有 根 而 得 到 。 

则 称 Ej 是 f(x) 在 F 上 的 分 末 域 (splitting field) 或 根 域 (root 
field)。 

由 此 定义 可 以 看 到 ,如 果 f(z) 是 一 个 nn 次 多 项 式 ,因为 在 Ey 
上 可 分 裂 为 线性 因子 ,所 以 它 在 E: 上 及 个 根 , 设 为 a ,as,…， 
a， 则 由 定义 中 的 条 件 (2), 可 将 Ei 表 为 

E,; = F(a ,a ,a,), 

由 此 很 易 得 出 (Ej:F)<<n!。 

我 们 接着 要 问 ,对 F[z] 中 的 任 一 个 多 项 式 f(x), 它 的 分 裂 域 
是 否 一 定 存 在 呢 ? 回答 是 肯定 的 。 我 们 第 一 步 先 证 明 存在 一 个 扩 
域 , 至 少 包含 f(z) 的 一 个 根 。 

定理 1 设 f/(z)EF[z] 是 FF 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 , 则 存在 
下 的 一 个 扩 域 已 ,包含 f(x) 的 一 个 根 , 目 (E:F)==deg/(x)。 

证 因为 f(x) 在 F 上 不 可 约 , 令 EE=F[zx]/(f(z)), 则 是 
域 (3. 5 节 定 理 4 推论 2) 。 
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首先 要 证 是 FF 的 扩 域 . 作 下 到 的 映射 6 : are 十 
(f(z)), 则 ao 是 F 到 EE 内 的 一 个 单 同 态 ( 为 什么 )? 令 请 =o(F), 则 
FQF, 即 ao 把 同 构 嵌 入 到 内, 我们 可 以 把 F 与 等 同 起 来 ， 
因而 EE 是 的 扩 域 。 

其 次 我 们 来 证 E 中 含有 f(z) 的 一 个 根 : 取 =z 十 (f(z)), 则 
fw)==f(z) 十 (f(z))==0, 所 以 妈 是 f(z) 在 E 中 的 一 个 根 。 国 

由 定理 1 可 进一步 证 明 分 裂 域 的 存在 性 。 

定理 2 设 /(z)EF[x],f(z) 在 F 上 的 分 裂 域 Ey 是 存在 
的 , 且 在 同 构 ( 并 保持 上 的 元 素 不 变 ) 的 意义 下 是 唯一 的 。 

证 对 n= 二 degf(z) 作 归纳 法 。 

7 一 1, 显 然 成 立 。 

假设 定理 对 ”一 1 成 立 , 要 证 对 亦 成 立 。 

由 定理 1, 存 在 F 的 扩 域 包含 fCz) 的 一 个 根 zx, 令 K=F(u)， 
FFCz) 在 玉 上 可 分 解 为 FCz)=(z 一 x). 记 (z), 其 中 广 (z)EK[z] 
且 degf1(z)==n 一 1。 由 归纳 假设 ,存在 户 (z) 在 天 上 的 分 发 域 忆 
包含 请 (z) 的 所 有 根 wyozyo 1, 上 且 EE=K(v,vi,… v1) ,于 
是 玖 一 玉 (zx)(wyu…o 1) 二 Fusv1,…,vs-1) 是 f(x) 在 FR 上 的 
分 裂 域 。 

上 面 证 明了 分 裂 域 的 存在 性 ,再 证 唯一 性 。 

设 El 和 Es 都 是 f(z) 在 上 的 分 裂 域 ,有 征 E,=F Gusus,…， 
Wr) ;EE 二 FOV v0) 其 中 加 az yz 和 myzw 都 是 
f(z) 的 nn 个 根 。 

设 w 在 FF 上 的 最 小 多 项 式 为 p(z), 则 p(xz)|f(x)。 因 为 
包含 f(z) 的 所 有 根 ,所 以 p(z) 在 E, 中 也 有 一 个 根 ,不 妨 设 为 v， 
由 4.1 节 定 理 3 可 得 


Flu) EFLz]/ (pz)) OF v0), 


且 ailr=1,0z1r==1, 令 T=0102, 则 r+ 是 玉 (w1) 到 下 (wv) 的 同 构 , 且 
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rls=1。 

令 玉 =F(W)QF(o), f(r)= (7 ) fi(z), 则 E,E, 是 
i(z) 在 下 上 的 分 裂 域 且 deg f'(z) 二 n。 由 归纳 假设 ,存在 Ei 到 
E, 的 同 构 rm 且 |F=1。 于 是 得 ts 二 nr 是 Ei 到 E, 的 同 构 且 
rr 一 1。 路 

由 定理 的 证 明 过 程 可 以 得 到 一 个 构造 和 表示 分 裂 域 的 方法 ， 
即 通 过 逐次 添加 多 项 式 的 根 。 

例 1 设 f(z)==z? 一 2EQ[zj, 求 f(z) 在 Q 上 的 分 裂 域 E/ 
和 (Er:Q)。 

解 ” 由 于 f(z) 的 3 个 根 都 在 C 中 ,所 以 E/<C, 令 K= 
QCY2), 则 f(x) 在 KK 上 可 分 解 为 f(x)=(z 一 2)fi(z), 可 求 
出 广 (z) 在 玉 上 的 一 个 根 为 w Y2 ,w=( 一 1 十 V3i)/2, 另 一 个 
根 必 在 QCY2 ,wo 2) 中 ,所 以 El/=Q(32,w Y2)=Q(YD 
w), 且 (Er:Q)= 一 (QCY2 ,oo):Q(CY2))(QC%2 ):Q)=6=31。 

例 2 求 /(z)=z 十 rz 十 1€2s[zxj 在 Z, 上 的 分 裂 域 Ej, 并 求 
(E/:22)=? 

解 与 例 1 不同 的 是 我 们 并 不 能 预先 知道 /(zx) 在 其 分 裂 域 
上 的 根 的 表示 形式 ,因而 ,只 能 根据 定理 1 来 进行 构造 。 

由 定理 1,Z:[z]/CFGz)) 是 包含 fr(z) 的 一 个 根 x = zx 十 
(f(z))=z 的 一 个 扩 域 , 且 有 2,(w) 和 Zs[zx]/ (f(x))= 

{0,1,7,1 十 ZX， Xi,1 十 Xi,X 十 ZT,1 十 Z 十 7)。 
不 难 检验 ,z? 与 x 十 z? 也 是 /(z) 的 根 , 故 Ej=2,(z), 且 (Ej:2,)== 
3<31。 

在 一 个 特征 为 0 的 域 上 添加 有 限 个 代数 元 得 到 的 扩张 域 可 以 
表示 为 一 个 单 扩张 。 下 面 我 们 来 证 明 这 一 点 。 


定理 3 若 已 是 特征 为 0 的 域 ,ab 是 关上 的 代数 元 , 则 有 
cEF(a,b) 使 F(a,b)==F(c)。 
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证 设 a,6b 在 F 上 的 最 小 多 项 式 分 别 为 f(z) 和 g(x), 它 们 
的 次 数 分 别 为 mw 入。 

又 设 EE 是 包含 f(z) 和 g(xz) 所 有 根 的 域 ,由 于 chF==0,f(x)， 
g(x) 在 EE 上 无 重 根 ( 习 题 ), 可 设 它 们 的 根 分 别 为 a=ai,a2*… ,an， 
5 二 bi,b:，,… ,b+。 下 面 来 证 明 可 选择 适当 的 rEF 使 c==a 十 rb 和 
Flc)=F(a,b)。 

由 于 下 是 无 限 域 ,可 选 -EF 使 

c=at+rz¥atrb C=2,3, ,mj = 2,3,.,n), 
显然 有 (CO) 己 F(a,6b) ,下 面 可 进一步 证 明 F(a,6b)CSFCc)。 

令 K=F(c),h(r)=f(c—rz)EK[zj, 由 于 h(6)=f(c—rb) 
三 f(a)==0, 所 以 h(z) 和 g(z) 在 EE 上 有 公 因 子 x 一 5b。 又 因 g(z) 无 
重 根 ,hb6)) 关 0 j=2,…,n), 故 (g(xz),h(z))= 二 xz 一 bE E[zj, 但 
sz) 和 A(z) 在 天 [z] 中 亦 有 非 平凡 公 因 子 , 故 有 z 一 *E 天 [z]， 
而 bE K,a=c—rb€EK, 所 以 F(a,b)EF(c), 

综 上 得 F(c)=F(a,b)。 [J 

由 定理 的 证 明 过 程 ,可 得 出 将 F(a,5) 表 为 F(c) 的 方法 ,只 要 
取 r 使 

c=at+rzxatr; (2<i<m,2<<j<n), 
其 中 ==ayas，…,am 和 二 6,65,,…，,b, 分 别 为 a 和 46 在 上 的 最 
小 多 项 式 的 根 。 

例如 在 例 1 中 E=Q(Y2 ,w),a= 32 的 最 小 多 项 式 为 / (x) 
二 7 一 2,6 二 w 的 最 小 多 项 式 为 g(xz)= 二 x? 十 zx 十 1, 它 们 的 根 分 别 
为 V3,w Y2 ,oz YY2 和 w,wr, 取 c= V2 十 o 天 ai 十 放 (2<i< 
3,j 二 2), 所 以 Ej=Q( 2 十 o)。 

此 外 ,又 可 得 到 以 下 结论 : 

(1) 任何 特征 为 0 的 域 上 的 有 限 扩 张 都 是 单 扩张 。 

(2) 特征 为 0 的 域 尺 上 的 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 Ej; 都 是 F 上 
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的 单 扩张 。 
2. 代数 基本 定理 


我 们 可 用 分 裂 域 的 理论 来 证 明 著 名 的 代数 基本 定理 。 

定理 4( 代 数 基本 定理 ) 任意 一 个 复 系 数 (> 之 0) 次 多 项 式 
至 少 有 一 个 复数 根 。 

证 首先 假设 f(z)? 是 实 系数 多 项 式 。 并 设 n=2im,m 为 
奇数 。 

对 ! 作 归纳 法 。! 一 0 时 ,n 为 奇数 ,显然 f(z) 有 一 实 根 。 假 设 
! 宇 1, 定 理 对 /一 1 成 立 。 

由 定理 2, 存 在 f(x) 的 分 裂 域 Ej; 包含 f(z) 的 所 有 根 : a,a;， 
…,an。 任 取 一 实数 7 并 令 

有 =awoi 十 rw 十 o) GQG<jl<i,j<n), 


共 2 也 一 2- mm 为 奇数 ) 个 数 。 
作 多 项 式 


g(7z) 一 TIcx 一 ph)， 
deg 5(Cz) 一 2 ,8(Cz) 的 系数 是 ww，a 的 对 称 多 项 式 ,可 
用 m%,%，…'o 的 初等 对 称 多 项 式 来 表示 ,而 a1,a,，,… ,a 的 初等 
对 称 多 项 式 是 f(z) 的 系数 ,因而 是 实数 , 故 g(z) 也 是 实 系数 多 项 
式 。 由 归纳 假设 ,g(z) 至 少 有 一 复数 根 , 即 Bj 中 至 少 有 一 个 是 复 
数 。 由 于 -是 任意 取 的 ,可 取 任意 多 个 不 同 的 ~ 值 来 构造 B,, 因 而 
总 可 找到 两 个 不 同 的 m,r: 和 某 对 zy 使 B82? 二 aiaj 十 ri (a 十 @))， 
BP 二 aQj 十 rala 十 a;) 都 是 复数 ,由 此 得 w 十 w 与 aia; 都 是 复数 ,从 
而 ;和 a 也 是 复数 ,这 就 证 明了 f(z) 的 根 中 至 少 有 一 个 是 复数 。 
车 f(z) 不 是 实 系数 多 项 式 , 设 
f(z) =aor’ 十 az 十 … 十 az 十 asy 
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PCz) 一 az 十 QI 十 … 十 ar 十 as 
则 F(z)==f(z)fi(z) 是 实 系数 方程 ,因而 至 少 有 一 复数 根 a, 即 
f(a)fi(q)==0, 车 f(a) 隆 0,; 则 所 (a)=0, 从 而 有 (a)=f(a)==0， 
所 以 a 是 f(z) 的 根 。 

综 上 ,定理 得 证 。 加 

我 们 总 结 一 下 代数 基本 定理 的 证 明 思 路 ,有 以 下 几 个 要 点 : 

(1) 首先 可 把 问题 简化 为 对 实 系数 多 项 式 f(x) 证明 有 复 
数 根 。 

(2) 为 对 多 项 式 f(z) 的 次 数 n 作 归 纳 法 ,将 表 为 n=2'm， 
zk 为 奇数 , 变 为 对 1 作 归 纳 法 。 当 /=0 时 利用 奇 次 多 项 式 函数 的 
连续 性 , 必 有 实 根 。 

(3) 利用 分 裂 域 Ej 的 存在 性 得 到 f(x) 在 Ei 中 的 个 根 mw 
ww，…,an，, 要 证 明 其 中 必 有 复 根 。 

(4) 为 使 用 归纳 假设 ,要 找到 一 个 次 数 为 2 一 :ma (mi 为 奇数 ) 
的 多 项 式 , 这 一 步 技巧 性 较 高 : 令 Bi 二 aiaj 十 ra 十 @j),r 为 取 定 的 
实数 。 构 造 多 项 式 


g(z)= [I[(z— 8»). 


"i<j 


有 deg g(z) 王 2 二 :mm (mi 为 奇数 )。 
(5) 为 对 g(z) 应 用 归纳 假设 ,还 需 利用 对 称 多 项 式 性 质证 明 
8 (7) 是 实 系数 多 项 式 。 


(6) 由 归纳 假设 只 能 得 到 某 个 B, 是 复数 ,还 需 利用 实数 域 的 
无 限 性 , 取 不 同 的 ~ 来 重复 做 (4),(5)( 例 如 做 2 于 也 二 1 次 ), 必 
可 找到 两 个 mr 和 某 对 z7 使 88 一 wo 十 mo 十 ,82 一 wo 十 


mw 十 %) 都 是 g(z) 的 复数 根 , 从 而 a;,a; 是 f(z) 的 复数 根 。 
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习题 4. 2 


1， 设 FGz)EF[z] 在 己 上 的 分 裂 域 为 忆 r,degjF(z) 一 mn 证 
明 (Ej:F)S<n! 

2， 设 pl(r)EF[xj 是 FF 上 的 不 可 约 多 项 式 ,E=F[x]/ 
(p(xz)),u 二 x 十 (p《x)), 证 明 be) 一 0。 

3. 确定 下 列 多 项 式 在 Q 上 的 分 裂 域 及 其 次 数 : 

(1) xs 十 1; 

(2) zs 一 2z3 一 2z2 十 4; 

(3) zx/ 一 1, 思 为 素数 。 

4， 求 FGz)= 习 +1EZa[z] 在 Z: 上 的 分 裂 域 。 

$5， 设 f(z) 是 域 下 上 的 不 可 约 多 项 式 ,chF 一 0, 证 明 f(x) 
在 其 分 裂 域 E, 上 无 重 根 。 

6.， 设 f(z) 是 域 下 上 的 不 可 约 多 项 式 ,ch 二 ,证 明 f(x) 
在 其 分 裂 域 E; 上 有 重 根 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 可 表 为 ze 的 多 
项 式 。 


4. 3 ”有 限 域 ,有 限 几何 


有 限 域 在 计算 机 科学 、 通 讯 理论 和 组 合理 论 等 方面 有 很 多 应 
用 ,由 于 它 的 元 素 个 数 有 限 , 因 而 它 的 结构 比较 清楚 ,本 节 着 重 讨 
论 它 的 结构 。 


1. 有限 域 的 构造 及 唯一 性 


首先 讨论 怎样 将 一 个 有 限 域 构 造 出 来 ,以 便 具体 地 研究 它 的 
性 质 。 我 们 已 经 知道 ,一 个 有 限 域 的 特征 必然 是 某 个 素数 p, 即 
ch 天 一 户 ,下 的 素 域 为 Z,, 设 对 2 的 扩张 次 数 为 n;(F:2,)==n， 
则 不 难得 到 FF 的 元 素 个 数 为 
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IFI=p"。 

如 何 把 这 个 域 的 所 有 元 素 都 表示 出 来 呢 ? 

一 种 方法 是 利用 线性 空间 的 元 素 表示 方法 。 由 于 下 是 Z, 上 
的 维 线性 空间 ,存在 一 组 基 wi ,wa… ,u, 使 

F= {autaw 十 … 十 alaE2Z(0 Si<n)} 

但 由 于 ui 的 具体 形式 仍然 不 知道 ,所 以 这 种 表示 方法 不 甚 满意 ， 
下 面 我 们 利用 分 裂 域 的 理论 ,给 出 一 种 更 为 具体 的 表示 方法 。 

考虑 在 多 项 式 环 2,[z] 中 任 取 一 个 次 不 可 约 首 1 多 项 式 
gqg(7)=x" 十 qari1X” 十 … 十 ao, 令 

E=2,[x]/(q(z)) = {B+ br+i+ tor |b € 2,), 
则 五 是 域 , 且 其 元 素 个 数 为 p", 并 由 4. 2 节 定理 1 的 证 明 过 程 知 ， 
巨 包含 g(z) 的 一 个 根 工 。 设 “是 9(z) 的 任意 一 个 根 , 则 已 也 可 表 
示 为 
E= {b+ bat + hb- lb € 2,} 

但 是 这 样 构造 出 来 的 p" 阶 域 是 否 与 a(z) 的 选择 有 关 呢 ? 我 们 先 
来 看 一 个 具体 例子 。 

例 1 构造 一 个 8 阶 的 域 。 

解 因为 8=2, 则 p=2,Z,={0,1} 取 

q(z)=1+7z+7x EZs[Lzr], 

由 于 gq(0) 关 0, q(1) 关 0, 故 g(z) 在 Z, 上 不 可 约 ,所 以 Z, 上 的 扩 域 

E=Z2Z,[x]/(g(z)) 

二 {0,1,T ,1 十 ZX,Z2 ,1 十 ZT? ,ZX 十 Z7 ,1 十 Z 十 广 ?》 

就 是 一 个 8 阶 有 限 域 。 

然而 ,在 一 般 情况 下 ,这 样 的 不 可 约 多 项 式 不 止 一 个 ,例如 
qi(z) 二 1 十 fz 十 XE€Zs[zxj,E1= 二 ZsL[z]/(qi(x)), 它 的 阶 数 也 是 8。 

可 以 证 明 

Zs[zj/(1 二 zz 十 xz) 名 Zs[z]/(1 二 xz 十)， 
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并 对 一 般 情形 也 是 对 的 。 

定理 1 任何 两 个 元 素 个 数 相同 的 有 限 域 是 同 构 的 , 且 都 同 
构 于 多 项 式 f(x) 二 x” 一 z 在 Z, 上 的 分 裂 域 。 

证 设 F 是 任 一 有 限 域 , 则 |F|==p", 考 虑 多 项 式 f (x)= 
zx” 一 7E2Zs[zJ 在 Z。 上 的 分 裂 域 El/。 要 证 =Ej。 

首先 来 确定 Ei 的 构造 。 由 于 f(z)== 一 1 了 关 0(modp), 故 f(x) 
在 E, 上 无 重 根 ,可 设 f(z) 在 E: 上 有 "个 不 同 的 根 为 :ao==0,a， 
TT 可 表 为 E/=Z,(a as. ap 1) ;又 因 Zv 中 的 元 素 
也 是 f(x) 的 根 ,所 以 Ej={ali=0,1,2,…,p" 一 1},|E/|==p”。 

另 一 方面 ,我 们 来 看 中 的 元 素 与 (zx) 的 关系 ,uE€ 下 ,车 二 
0, 则 显然 是 f(z) 的 根 。 若 wu 关 0, 由 于 w 是 乘 群 已" 的 元 素 , 故 zx: 
三 1, 所 以 也 是 f(z) 的 根 ,因而 下 中 元 素 都 是 f(x) 的 根 , 即 FS 
E, 且 |F|= IE/| , 故 F=E,。 

所 以 任何 一 个 p" 阶 的 有 限 域 均 同 构 于 f(x) 二 zx” 一 zx 在 2， 
上 的 分 裂 域 。 国 

定理 1 说 明了 可 任 取 一 个 2, 上 的 次 不 可 约 多 项 式 来 构造 
如 阶 有 限 域 。 我 们 把 p" 阶 有 限 域 记 作 GF(p") 或 F'。 并 立即 可 得 
以 下 推论 。 

(1) GF(p") 名 E22Zs[zxj/(p(z)), 其 中 p(x) 为 Z, 上 任 一 n 
次 不 可 约 多 项 式 ,f (zx) 二 zx” 一 z。 

(2) 有 限 域 GF (p") 是 由 多 项 式 f(x) 二 zx* 一 x€E Zs[zxj] 在 其 
分 裂 域 上 的 全 部 根 组 成 , 且 

(GF(p”) : Z,) 一 me (4.3.1) 

(4. 3. 1) 式 也 可 直接 从 GF(p") 是 Z, 上 的 线性 空间 的 性 质 得 到 。 


2， 有限 域 的 元 素 的 性 质 


GF(p") 的 非 零 元 的 集合 GF( 加 ) 是 一 个 乘 群 ,具有 以 下 
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性 质 。 
定理 2 GF(p")* 是 一 个 p" 一 1 阶 循环 群 。 
此 定理 是 3. 5 节 定 理 3 的 一 个 特殊 情况 。 
GF(p") "的 生成 元 又 叫 本 原 元 。 
定义 1 
(1) 乘 群 GF(p")' 中 "一 1 阶 的 元 素 a 称 为 域 GF(p") 的 n 
次 本 原 元 (primitive element)。GF(p") 的 本 原 元 a 在 Z, 上 的 最 小 
多 项 式 称 为 Z, 上 的 n 次 本 原 多 项 式 。 
(2) 车 a 是 方程 x 一 1=0 的 根 ,但 不 是 任何 xz* 一 1=0 (h<<r) 
的 根 , 则 称 a 是 7 次 本 原单 位 根 (primitive root of 1) 或 单位 原 根 。 
注意 本 原 元 与 本 原单 位 根 两 个 概念 的 区 别 。 此 处 的 本 原 多 项 
式 与 3. 6 节 中 的 本 原 多 项 式 意义 不 同 。 
由 以 上 定义 可 以 看 出 ,GF(p") 上 的 本 原 元 就 是 乘 群 GF (p")* 
的 生成 元 ,也 是 p" 一 1 次 本 原单 位 根 ,可 以 通过 本 原 元 把 GF (p") 
表示 得 更 简单 一 些 。 
若 a 是 GF(p") 的 一 个 本 原 元 , 则 GF(p") 又 可 表 为 
GF(p") = 2Z,(a) = {0,a,0 ,sar 1), 
这 样 一 来 ,有 限 域 GF(p") 有 好 几 种 表示 方法 ,归纳 如 下 : 
GF(p") 名 Zs(z)/(p(z)),p(lz) 为 Z,。 上任 一 不 可 约 多 项 式 。 
各 Z,(u),u 为 p(xz) 的 一 个 根 
名 Ej(f(z)=z” 一 z 在 Z, 上 的 分 裂 域 ) 
{0 am} (f(r)=z zr 在 Ey 中 的 全 
体 根 ) 
名 {0,ay@ sar}a 为 GF(p") 中 的 本 原 元 。 
关于 Z。 上 的 本 原 多 项 式 与 不 可 约 多 项 式 的 关系 ,显然 有 次 
本 原 多 项 式 是 不 可 约 的 ,但 反之 ,并 非 任 何 一 个 次 不 可 约 多 项 式 
都 是 本 原 多 项 式 (参看 习题 4. 3.7) 。 
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3. Z,[x] 中 多 项 式 的 根 


下 面 我 们 讨论 Z,[z] 中 多 项 式 的 根 的 性 质 。 首 先 我 们 讨论 
2v[z] 中 不 可 约 多 项 式 的 根 的 性 质 。 前 面 已 经 提 到 过 , 有限 域 
Z,[z]/(p(z)) 包 含 多 项 式 p(z) 的 一 个 根 =z 十 (p(x)), 是 否 包 
含 p(x) 的 其 它 根 呢 ? 如 果 包 含 ,如 何 表示 ?下 面 的 定理 就 是 回答 这 
个 问题 。 

定理 3 设 zz)E2Z,[z] 是 Z, 上 的 一 个 = 次 不 可 约 多 项 式 ， 
& 是 p(z) 在 其 分 裂 域 E, 上 的 一 个 根 , 则 p(x) 在 下 上 的 全 部 根 
为 xueeeoa 

证 设 p(z)=ao 十 aiz 十 … 十 anx", 则 有 

plu) = 0, 思 (xy ) 一 ao 十 az 十 … anu 
=p(u)’ = 0, 
故 w Gi 二 0,1,2,…,n 一 1) 都 是 p(x) 的 根 。 

下 证 这 个 根 不 同 ; 反 证 法 。 假 设 存在 i,j,u’ 二 u”, (i 之 放 )， 
则 wr 一 w*”=(w "一 wu)” = 二 0, 得 wr 一 wu 二 0, 即 也 是 多 项 式 
h(z) 二 x” 一 T(0<i 一 j<n) 的 根 ,因而 Z,(w)CSGF(p") 且 i 一 j 
达 n, 这 与 2,(u) 吕 2Z,[zj/(p(z))=GF(p") 蔬 盾 。 国 

根据 定理 3 可 把 p (xz) 的 全 部 根 表示 出 来 。 由 于 Z,[z]/ 
《p(z)) 包 含 p(xz) 的 一 个 根 :w= 二 z 十 (p(x)), 因 而 p(x) 的 所 有 根 
为 :uyu? sryur 

例如 ,多 项 式 p(x)=z 十 xz 十 1€ Zs[zj 在 GF(2:)=2Z,[z]/ 
(z? 十 T 十 1) 二 {0,1,z,1 十 ZT ,1 十 Zi ,Xz 十 Xz7 ,1 十 x 十 zx?) 中 的 全 部 
根 为 : z,z*z: 一 好 十 z。 通 过 计算 ,可 以 验证 工 是 一 个 本 原 元 , 因 
而 GF(23) 可 表 为 

GF(8) = Zs(7z) = (0, 工 ,二 ,Zr 一 1)。 
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可 以 证 明 ,Z, 上 次 本 原 多 项 式 的 根 全 是 GF(p") 中 的 4 次 
本 原 元 ,反之 ,GF(p") 中 的 次 本 原 元 必 是 Z。 上 某 个 次 本 原 多 
项 式 的 根 ( 留 作 习题 )。 

下 面 讨论 有 限 域 的 子 域 结 构 。 


4. 有 限 域 的 子 域 


定理 4 GF(p") 的 全 部 子 域 为 :GF (p"), 其 中 m1n, 因 而 
GF(p") 的 全 部 子 域 可 通过 分 解 而 得 到 。 

证 设 KK 是 GF(p") 的 子 域 , 则 GF(p") 是 K 上 的 线性 空间 ， 
设 此 线性 空间 的 维 数 为 r, 则 有 |K1 ==p", 由 于 zp 为 素数 , 故 必 有 
IK|=p" 和 mr=n, 所 以 K=GF(p"),m|n。 

另 一 方面 ,对 于 的 任 一 因子 d, 设 n=ds,a 是 GF(p") 的 一 
个 本 原 元 , 则 

{aoTaa 十 qz 十 二 ag_ia olaEZ 


=GF(p)EGF(p"). 
所 以 对 于 的 任 一 因子 4,GF(p") 都 是 GF (p") 的 子 域 , 即 
GF(p") 的 全 部 子 域 可 通过 分 解 n 而 得 到 。 国 


例 2 求 GF(52) 的 全 部 子 域 。 

解 由 于 12 的 全 部 因子 有 1,2,3， 
4,6, 故 GF(52) 的 全 部 子 域 有 GF(5)， 
GF(5),GF(5)),GF(5),GF(5),GF GFCs’) GF(5') 
(52) 。 
它们 构成 一 个 偏 序 集 ,可 表示 如 图 4.4。 CEFG) GEG 

最 后 ,我 们 还 要 补充 有 限 域 的 其 它 Ne 
若干 性 质 : 

(1) 在 GF(p") 中 映射 : 图 4.4 


9 :um wu? ,对 任意 u € GF(p") 


GF(5™) 


"206。 


( 代 一 0,1,… 汉 一 1) 
都 是 GF(p") 上 的 自 同 构 , 且 
Aut GF(p”) = {9 :um uli=0,1,2,.n — 1)} 
是 一 个 循环 群 。 
证 由 uf = 地 ( 一 42)* 二 0 过 一 ws 二 0 
过 wu 二 uz 所 以 ,是 单 射 ,而 有 限 集合 上 的 单 射 必 为 双 射 。 又 
Pi +t ua) = + ua)’ = uf + ut = iu) + pi(us), 


Guus) = U0) = uf uy = Ru) Ru2), 

所 以 9; 是 GF(p") 上 的 自 同 构 。 

反之 , 设 o 是 GF(p") 上 的 任 一 自 同 构 , 设 a 是 GF(p") 的 一 个 
本 原 元 ,a 的 最 小 多 项 式 为 m(z)==zx" 十 qiz"! 十 … 十 an€26[x]， 
由 定理 3,m (xz) 的 全 部 根 为 a,a? a”,… ,a ,mlo(a))=a(m(a)) 
三 0, 所 以 ola) 也 是 m(z) 的 一 个 根 , 即 有 某 个 i 使 oCa)==ar , 故 
0 一 分 。 

综 上 ,得 Aut GF(Cp) 一 人 凡 | 四 (GD) 一 xi 一 0, 1 一 1)。 

再 证 Aut GF(p") 是 循环 群 ,显然 有 9 ,= 9) 。 

所 以 Aut GF(p")= (9)= {p91i=0,1,..% ,nl1} 和 7Z,。 国 

(2) GF(p") 中 每 一 个 元 素 都 是 p 次 备 , 也 都 是 p 次 方 根 。 

此 性 质 的 证 明 留 作 习 题 。 

(3) GF(p") 中 本 原 元 的 数目 为 gq(p" 一 1), 这 里 8g 是 欧 拉 
函数 。 

(4) Z, 上 次 本 原 多 项 式 的 个 数 为 J,(n) 二 9g(p" 一 1)/n。 

(5) Z, 上 次 首 1 不 可 约 多 项 式 的 个 数 为 


Go) = 计 台 a)p" = Dap 
其 中 wdd) 为 整数 集 上 的 Mobius 函数 ?[6], 证 明 留 作 习 题 4. 3,8。 
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5.， 有 限 几何 


作为 有 限 域 的 一 个 应 用 ,下 面 介绍 有 限 几 何 的 概念 。 

定义 2 设 F 是 有 限 域 , 仿 射 平面 AP(F) 由 下 列 两 个 集合 
组 成 : 

(1) 点 集 P={(a.B)la,BEF}， 

(2) 直线 集 L={azr+by 十 cla,b,cEF,a? 十 b? 关 0}。 

不 难 证 明 仿 射 平面 4P(F) 具 有 普通 欧 几 里 得 平面 的 
性 质 : 

(1) 过 两 个 不 同 的 点 只 能 作 一 条 直线 。 

(2) 过 一 直线 ! 外 的 点 已 只 能 作 一 条 直线 /与 /不 相交 。 

由 于 4P(E) 是 定义 在 有 限 域 上 ,因而 己 与 也 都 是 有 限 集合 ， 
且 有 以 下 计数 定理 。 

定理 5 设 F 是 有 限 域 且 |F|=n,AP(F) 是 下 上 的 仿 射 平 
面 , 则 有 

(1) |P|=n’, 

(2) | 工 | 一 22 十 mn， 

(3) 每 条 直线 恰 通 过 个 点 ， 

(4) 每 个 点 恰 在 n 十 1 条 直线 上 。 

有 限 域 理论 在 组 合 设 计 中 有 很 好 的 应 用 。 


习题 4.3 
1. 证 明 
@ Mobius 函数 定义 为 : 若 4=pi"n psr2…p," 则 
1, 当 n=1， 
人 有 某 个 7; 之 1， 
(—Din=r==r,=1. 
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(1) (Fy : 2,)=n; 

(2) 对 任何 xEFu 有 (ZsCz) : 2,) 1n。 

2. 构造 125 个 元 素 和 64 个 元 素 的 域 , 并 用 图 形 分 别 表示 这 
两 个 域 的 所 有 子 域 。 

3. 设 记 为 素数 ,证 明 

(p—D)! =—1(modp)。 

4. 求 多 项 式 f(z)=z' 十 27 十 1€E2i[x] 在 它 的 分 裂 域 中 的 
所 有 根 。 

S， 求 瓦 =2Z:[z]/(Cz 十 1) 中 的 所 有 本 原 元 。 

6. 设 g(z) 是 Z, 上 的 n 次 首 1 不 可 约 多 项 式 , 则 g(z) 是 2Z， 
上 的 次 本 原 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 g(z)|zx” ' 一 1, 但 gCx) 
tl Vm<p—1,。 

7.， 设 1,(n) 为 Z, 上 nn 次 不 可 约 首 1 多 项 式 的 个 数 ,证 明 

(Dp = 2 mI), 

(2) 由 下 列 的 Mobius 反 演 公式 : 

着 有 /0m) = 如 gCd), 则 有 gm) 一 Px 对 |， 
证 明 求 1,(n) 的 公式 。 

8. 求 2。 上 所 有 4 次 不 可 约 首 1 多 项 式 的 个 数 和 4 次 本 原 
多 项 式 的 个 数 , 并 一 一 列举 出 来 。 并 说 明 如 何 判 断 一 个 次 不 可 约 
首 1 多 项 式 是 否 是 n 次 本 原 多 项 式 。 

9. 证明 GF(p") 中 每 个 元 素 都 是 p 次 睾 , 也 是 p 次 方 根 。 

10. 证明 2Z,[z] 中 全 部 次 不 可 约 多 项 式 和 nn 次 本 原 多 项 
式 可 通过 分 解 多 项 式 

f(r ) 一 re 一 工 
得 到 。 
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4.4 单位 根 ,分 圆 问 题 


这 一 节 我 们 讨论 复数 域 上 单位 根 和 单位 原 根 的 概念 ,进一步 
解决 分 圆 问题 。 


1. 单位 根 


若 复数 满足 方程 x" 一 1=0, 则 称 为 一 个 次 单位 根 。 若 & 
满足 zx" 一 1=0 但 不 满足 任何 x* 一 1==0 (hh 过 n), 则 称 是 次 单 
位 原 根 。 在 复数 域 上 全 体 ”次 单位 根 的 集合 为 

{& 二 e 芋 |0<k <n), 
nn 次 单位 原 根 的 集合 为 
{m=e 革 |1<%k<n 且 (k,n) = 1), 
次 单位 原 根 的 数目 为 pn)。 

虽然 在 概念 上 复数 域 上 的 单位 根 与 单位 原 根 与 有 限 域 上 相应 
的 概念 相同 。 但 复数 域 是 无 限 域 。 

由 于 分 圆 问 题 等 价 于 在 复 平面 上 次 单位 原 根 是 否 可 做 出 的 
问题 。 下 面 我 们 利用 单位 根 的 性 质 进一步 解决 分 圆 问题 。 


2. 分 圆 问题 


定义 1 设 w 是 复数 域 上 的 一 个 次 单位 原 根 , 则 ww 在 Q 上 
的 最 小 多 项 式 称 为 严 次 分 圆 多 项 式 , 记 作 $,(z)。 

例 1 由 于 2 次 单位 根 为 1, 一 1, 其 中 一 1 是 2 次 单位 原 根 ， 
所 以 @B,(z) 二 zz 十 1。 


3 次 单位 原 根 为 04. 一 二 ] 霹 半 呈 ,获得 (2)=z 十 < 十 1 


4 次 单位 原 根 为 名 =e 革 (4,4) 一] 二 ee 二 i, 一 i 所 以 
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DB,(r)=x’ 二 1。 

一 般 来 说 ,$,(z) 由 n 唯一 确定 。 可 以 通过 两 种 方法 来 确定 ， 
一 是 由 单位 原 根来 确定 , 另 一 种 方法 是 通过 分 解 x" 一 1 及 以 下 定 
理 来 确定 。 

定理 1 设 w 是 次 复 单位 原 根 , 若 zx" 一 1 在 Q 上 可 分 解 为 

7 — 1= P(r)P,(z)P,(z), 

其 中 PCz) G=1,2,…,s)EZ[z] 是 Q 上 的 不 可 约 首 1 多 项 式 。 若 
有 某 个 Pi(z) 使 PCo)=0, 则 Pi(z) 就 是 的 最 小 多 项 式 , 即 
(7)=P,(r)。 

此 定理 十 分 显然 ,利用 C[z] 中 多 项 式 分 解 的 唯一 性 及 不 可 约 
多 项 式 的 性 质 , 知 到 (zxz) 是 唯一 确定 的 。 

由 原 根 确定 @.(z) 涉 及 分 圆 多 项 式 的 下 列 性 质 。 

定理 2 次 分 圆 多 项 式 B,(x) 的 全 部 根 恰 为 全 体 n 次 复 单 
位 原 根 。 

证 分 以 下 两 步 证 明 。 

(1) 首先 证 明 B(x) 的 根 都 是 次 复 单位 原 根 。 

由 定理 1 知 @,(x)|z" 一 1, 故 B,(z) 的 根 都 是 次 单位 根 。 设 
w 是 一 个 n 次 单位 原 根 ,是 B, (zx) 的 根 但 不 是 单位 原 根 ,由 于 全 
体 n 次 单位 根 构成 一 个 阶 循环 群 ,可 得 & 在 乘 群 中 的 阶 4 一 o(6) 
<n 且 dln。 即 是 4 次 单位 原 根 ,因而 @,(z) 与 x 一 1 有 公共 根 ， 
但 @,(z) 不 可 约 , 故 B,(z) 1x 一 1, 得 w==1,d<n, 与 % 是 nn 次 原 根 
矛盾 。 

所 以 B,(z) 的 根 都 是 次 单位 原 根 。 

(2) 其 次 证 明 所 有 次 单位 原 根 都 是 B,(zx) 的 根 。 

设 “ 是 与 w 不 同 的 另 一 个 z” (二 2) 次 复 单位 原 根 ,可 设 a= 
wt, 目 (k,n)=1。 

要 证 “也 是 多 (z) 的 根 , 只 需 证 明 对 任意 不 能 整除 的 素数 
pb,wr 也 是 更 ,(z) 的 根 (为 什么 ) 。 
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反 证 法 。 令 一 1=@.(z)y(z), g(x)EZLz], 

设 ww 不 是 B(xz) 的 根 , 则 wr 必 是 YCz) 的 根 , 即 Yo) 一 0: 因 
而 w 是 Y(z2) 的 根 , 故 得 更 (z)1%(z2)。 令 

pz) = Br)IG(z), G(x) € Z[z]， 
作 Z[zxj 到 2Z,[z] 的 同 态 :(p 为 任意 素数 ) 
vr Da ~ aa = f(z), 

这 里 ww 记 w 的 同 余 类 : a;=ai 十 (p)。 
于 是 有 

(i) g(x) =B,(7)G(7), 

(ii) zx"—1=®,(r g(r)。 

由 Q) 得 g(x?)==(Y(z))*= 西 (xz)G(z), 由 于 2,[zj 是 唯一 分 
解 整 环 , 古 (z) 的 任何 不 可 约 因 子 均 是 (zx) 的 因子 ,因而 (x) 与 
肪 (z) 有 非 平凡 公 因 式 9(zx) (deg 9(Cz) 之 1), 再 由 (ii) ,得 到 了 Cz)21 
(z" 一 1), 于 是 多 项 式 有 (zr) 二 =x" 一 1 在 其 分 裂 域 上 有 重 根 ,与 
(h(z),h (zr)) 二 (zx" -lnzx"”!) 二 1 矛盾 。 

综 上 ,定理 得 证 。 国 

该 定理 证 明 的 第 二 部 分 比较 复杂 ,其 主要 技巧 是 将 多 项 式 
Xx" 一 1€2ZLzj 同 态 到 2Z,[zx] 中 去 ,利用 Z,[z] 中 多 项 式 有 性 质 ， 
了 (zx?*) 二 (f(z))? 得 到 xz" 一 1 有 重 根 ,从 而 矛盾 。 

从 定理 2 可 见 ,复数 域 上 的 次 单位 原 根 所 满足 的 Z[z] 中 的 
不 可 约 多 项 式 只 有 一 个 分 圆 多 项 式 副 (z)。 而 在 Z,[z] 上 的 多 项 
式 的 单位 根 问题 有 很 大 的 不 同 。GF(z"? 上 的 次 本 原 元 是 多 项 式 
xz 一 工 的 单位 原 根 , 所 有 这 些 ”次 本 原 元 并 不 满足 唯一 的 一 个 - 
不 可 约 多 项 式 ,而 分 别 满足 若干 个 次 不 可 约 多 项 式 (本 原 多 
项 式 )。 

确定 分 圆 多 项 式 @,(z) 可 通过 在 Z[z] 中 分 解 多 项 式 x" 一 1 
而 得 到 。 并 可 由 下 面 的 定理 先 确定 deg @.(Cz) 。 
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由 定理 2, 立 即 可 得 deg @,(7x) 二 pln), 因 而 有 以 下 定理 。 
定理 3 设 w 是 任 一 ”次 复 单位 原 根 , 则 (QCo):Q) 王 (nz) 。 
由 定理 3 和 可 构造 数 基本 定理 (4. 1 节 定 理 5) 可 进一步 研究 
分 圆 问 题 。 

定理 4 正 n 边 形 可 做 出 的 充分 必要 条 件 是 n= 2 pip; 
…p,,， 其 中 。 为 非 负 整数 ,p;(i==1,2,…,s) 为 不 同 的 费 尔 
马 素数 。 

证 我 们 只 证 此 定理 的 必要 性 。 

设 nn 的 素 因 子 分 解 式 为 n=2*piipz2…p” ,由 于 


gm (1 一 去 [1 一 芭 j“…(1 一 其 | 
=2T pr (pi — Dp (p, — 1), 
又 由 正 nn 边 形 可 做 出 即 ”次 复 单位 原 根 可 做 出 的 必要 条 件 ( 由 可 
构造 数 基本 定理 ), 得 
(Q(w) :Q) = pln) = 2°, 
因而 得 7=1,p;—1=2* (i=1,2,",5), 
故 有 pi=2" "+1 (=1,2,.,s)。 
由 于 证 明 充 分 性 需要 域 的 伽 罗 瓦 理论 ,因此 ,我 们 暂且 就 此 
止步 。 


习题 4. 4 


1. 写 出 5 次 和 6 次 分 圆 多 项 式 BCz) 和 Ge(z)。 
2.， 证 明 
TC—1= L122). 
3. ”证 明正 85 边 形 可 做 出 。 
4. 如 何 做 出 一 个 正 五 边 形 ? 
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” 除 群 环 、 域 以 外 ,还 有 许多 其 它 的 代数 系 ,而 且 可 以 根据 需要 
定义 新 的 代数 系 。 下 面 给 出 另外 几 个 常用 的 代数 系 的 概念 ,以 便于 
查阅 。 


1. 格 与 布尔 代数 


格 是 具有 一 定性 质 的 偏 序 集 , 它 在 计算 机 的 逻辑 设计 和 程序 
理论 等 方面 有 应 用 。 

定义 1 设 (S, 三 ) 是 一 个 偏 序 集 , 若 YV a,bE5 均 有 最 小 上 界 
( 记 作 lub) 和 最 大 下 界 ( 记 作 glb) ,就 称 (S ,三 ) 是 一 个 格 (lattice)。 

这 个 定义 叙述 简单 ,但 未 明显 指出 S 中 元 素 之 间 的 运算 关 
系 ,而 实际 上 ,两 个 元 素 a,b 的 最 小 上 界 lub {a,b} 和 最 大 下 界 
glb{a,5} 就 已 经 分 别 定 义 了 两 种 运算 ,我 们 可 以 换 一 个 方式 来 定 
义 格 。 

定义 1 设 S 是 一 个 非 空 集合 ,在 S 中 定义 两 种 二 元 运算 V 
和 人 , 且 满足 Y a,b,cES 有 


Ll: aVa=a,a Ma=a; ( 徊 等 律 ) 
L2: aVb=bVa,aN\b=b Ma; (交换 律 ) 
ZL3: (aVb)Vc=aV LVo), 

(aNMb)AC=aA (GAe); (结合 律 


L4: aV (a\b)=a, 
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QaA(CeVvpb) 一 a， (吸收 律 》 
则 称 (S, V,A ) 为 一 个 格 。 

有 时 将 运算 V 也 称 为 并 (Cup), 将 运算 人 称 为 交 (Cap)。 它 们 
与 子 集 的 并 与 交 有 联系 ( 见 下 面 的 例 ) ,但 意义 更 广泛 。 因 而 有 的 书 
用 其 它 的 名 称 。 

可 以 证 明 这 两 个 定义 的 等 价 性 。 证 明定 义 1 定义 1 时 ,只 要 
定义 aVb=1lubfa,p),aAb 一 glbfa,p)}; 反 之 ,证 明定 义 1 之 定义 1 
时 ,只 要 在 S 中 定义 偏 序 三 :a<6b<=>aV b==b 或 ac 人 8 一 a。 

由 定义 了 可 见 , 格 中 两 种 运算 是 子 集 之 间 的 并 、 交 两 种 运算 
的 推广 。 确实, 最 简单 格 的 例子 就 是 由 一 个 集合 的 所 有 子 集 构成 
的 格 。 

例 1 子 集 格 。 

设 4 是 一 个 非 空 集合 ,S==24(4 的 寡 集 ) ,在 S 中 定义 V 就 是 
子 集 的 并 , 人 就 是 子 集 的 交 , 而 子 集 的 并 与 交 满足 一 ,所 以 
(24, 了 U, 门 ) 是 一 个 格 。 

下 面 用 定义 1 的 形式 给 出 子 群 格 的 定义 。 

例 2 子 群 格 。 

设 G 是 一 个 群 ,L(G)={G 的 全 体 子 群 }), 在 L(G) 中 的 定义 偏 
序 关系 三 为 包含 关系 己 , 目 VY A,BEL(G) 定 义 lub{4,B}= (4， 
B)( 由 4,B 生成 的 子 群 ),glb{4,B)}=4mnB, 则 (LG(G),S) 是 一 
个 格 。 

类 似 可 定义 线性 空间 的 子 空间 格 , 环 的 子 环 格 、 理 想 格 等 。 

当 在 一 个 格 中 附加 其 它 条 件 时 ,得 到 不 同 种 类 的 格 。 

定义 2 设 (S,V ,人 和) 是 格 ， 

(1) 若 分 配 律 成 立 : Y ab,cES 有 

aA(GVc)= 一 (CAp)VC Ac)， 
av 人 Ac)=(aeVvVpb)A(CVc)。 
则 称 (S,V ,A ) 为 分 配 格 (distributive lattice ) 。 
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(2) 若 模 律 成 立 : Y a,b,cES， 
当 a 宇 6b 时 有 a 人 (BV)=bV (CAc)。 
则 称 (S,V ,A ) 为 模 格 (modular lattice)。 
(3) 若 S 中 有 最 大 元 , 记 作 1, 称 为 单位 元 ;有 最 小 元 0, 称 为 
零 元 ,它们 有 性 质 : Y aES 有 
aV0=a,aAl=a。 
有 有 零 元 和 单位 元 的 格 记 作 (S, V ,人 ,0,1)。 称 为 有 界 格 。 
(4) 若 有 界 格 (S,V ,人 ,0,1) 中 Y aES 有 元 素 a' ES 满足 
Vd'= 19,N a = 05 
则 称 S 为 有 补 格 ,a' 称 为 a 的 补 元 。 
(5) 一 个 有 补 分 配 格 称 为 一 个 布尔 代数 (Boolean algebra)。 
记 作 (S,V ,A,',0,1)。 
例 3 设 B={0,1), 在 B 上 定义 运算 V ,人 ,如 下 : 


V|0 1 人 A 人 10 1 元 
0 | 0 1 0|10 0 0 1 
9 时 本本， 和 DO 2 


则 易 证 (B,V ,人 ，',0,1) 是 布尔 代数 。 
设 B"={(ai,as，…,as)|ai 一 0 或 1), 在 B" 中 定义 运算 V， 
人 ,' 如 下 : 
wa 一 (alyazyas) ,PB = (b1,b,,*" ,b,) 
aV B=(alV bas V bsa, V b,) 
a AB=(a AbasA 人 sa, A b,) 
以 一 (ta2 a) 
零 元 为 0= (0,0,…，,0) ,单位 元 为 1 二 (1,1,…,1), 易 证 (B8",V， 
人 ，,0,7) 是 布尔 代数 , 称 它 为 开关 代数 。 


子 集 格 中 定义 补 元 为 余 集 , 则 它 是 一 个 布尔 代数 。 
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布尔 代数 在 计算 机 科学 中 有 广泛 的 应 用 。 
2. 模 的 概念 及 例 


模 是 在 群 与 环 上 建立 起 来 的 代数 系 。 它 涉及 两 个 集合 :一 个 环 
和 一 个 可 换 群 。 例 如 域 上 的 线性 空间 就 是 这 样 的 代数 系 。 

定义 3 设 MM 是 一 个 可 换 群 ,R 是 一 个 含有 1 的 环 , 若 在 R 
与 M 之 间 定 义 一 个 运算 :y aER 和 VY rE€ M 有 唯一 的 一 个 元 素 
arE M 与 之 对 应 , 且 满 足 

Mi1: az 十 y) 一 az 十 yi 

M2: (ae 十 0)z 一 az 十 py; 

M3: (ap)z 一 a(pz); 

M4: 1z 一 z。 
则 称 M 是 一 个 ( 左 )R- 模 (module) 。 

最 简单 的 模 的 例子 就 是 域 上 的 线性 空间 。 

例 4 数 域 上 的 向 量 空间 V 是 一 个 下 - 模 。 

由 于 数 域 是 一 个 环 ,含有 单位 元 1, 向 量 空 间 对 向 量 加 法 构 
成 可 换 群 , 且 满 足 M1 一 M4, 所 以 V 是 一 个 F- 模 。 

例 5 加 群 G 与 整数 环 乙 构 成 的 模 。 

在 整数 环 Z 与 加 群 G 之 间 定 义 运算 : 

Vn€Z 和 xEG, 定 义 nz=z 十 x 十 … 十 ZT, 则 G 是 Z- 模 。 

一 一 一 一 


例 6 向 量 空间 V 与 多 项 式 环 F[zx] 构 成 的 模 。 
设 FLz] 是 数 域 尺 上 的 多 项 式 环 ,Y 是 下 上 的 向 量 空间 ,在 V 
中 取 定 一 个 线性 变换 了 ,在 了 和 FL[z] 之 间 定 义 运算 :V p(x)E€ 
FLz], 和 VY a€V ,定义 
bz)a 一 户 T)a， 
则 此 运算 满足 M1 一 M4, 所 以 V 是 一 个 F[z]- 模 。 


el 


3. 代数 


代数 也 是 一 个 应 用 很 广泛 的 概念 , 它 是 建立 在 环 和 域 的 基础 
上 的 一 个 代数 系 。 

定义 4 设 (4, 十 ,， ,0,1) 是 一 个 环 ,F 是 一 个 域 , 则 4 在 下 
上 的 向 量 空间 ( 零 向 量 就 是 4 的 零 元 ,加 法 就 是 4 中 的 十 ) 称 为 
上 的 一 个 代数 (algebra), 记 作 A[F]。 

车 A[FJ 满 足 结合 律 : Y aEF,r,y€ A, 有 

a(xy) = (az)y = zx(ay) 

则 称 A[F] 为 结合 代数 (associative algebra)。 

在 非 结合 代数 中 , 李 代 数 在 物理 中 有 重要 应 用 ,其 定义 如 下 : 

李 (Lie) 代 数 : 若 代数 A[F] 满 足 Y x,y,zE A[LF], 有 

Zy 十 yz 一 0,(zy)z 十 (yz)Z 十 (zz)y 一 0。 

例 7 A=(CM.(F), 十 ,。,0,17),F 为 数 域 ,A[F] 为 代数 , 且 

是 结合 代数 。 


习题 


1. 证 明定 义 1 与 定义 1 的 等 价 性 。 

2. 叙述 与 论证 环 的 所 有 理想 构成 的 格 。 

3. 在 子 集 格 中 定义 零 元 为 空 集 , 单 位 元 为 4, 子 集 的 补 元 为 
余 集 , 则 子 集 格 是 布尔 代数 。 

4. 证明 例 5 是 模 。 

5. 域 让 上 的 多 项 式 环 4=(F[zj, 十 ,，,0,1) 在 上 的 线 
性 空间 是 一 个 结合 代数 。 
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1. 8 种 。( 用 榴 举 法 ) 
2. 5 种 。( 用 榴 举 法 ) 
3. 4 个 点 的 图 共有 64 个 , 互 不 同 构 的 图 共有 11 个 。 


4. 由 sin18*= (V5 一 1)/4= | J 


下 作 图 法 :(1) 作 单 位 圆 O 及 互相 垂直 的 半径 O4 与 OB。(2) 取 
OB 的 中 点 D。(3) 联 4D 并 取 DE= DO。(4) 以 4 为 圆心 ,4 五 为 
半径 画 弧 与 圆周 交 于 4,,4:, 则 414 即 为 五 边 形 的 一 边 ( 另 一 方 
法 见习 题 4.4 提示 )。 

5.” 查 数学 手册 。 


习题 1.2 


1. 考虑 A 中 元 子 集 的 个 数 。 
2. (1) 63% 。 
(2) 利用 包含 与 排斥 原理 ,43%。 
3. (1) 600。 (2) 962。 
4: (1) 当 n 之 m 时 ,单身 个 数 为 n 中 取 m 个 的 选 排 列 数 : 
n(n—1)(n—m+t+1)。 
(2):0% 
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5. 取 f:x mm 天 ((0,1) 一 (一 ,co)), 再 证 / 


6. 不 一 定 成 立 , 但 当 了 是 单 射 时 成 立 。 

7. 利用 单 射 ( 满 射 ) 的 定义 。 

8.” 反 证 法 。 假设 存 在 双 射 :rz m S。 (4 一 多 (4)), 令 T= 
{a€ Ala&5,) ,显然 TES(A4)。 由 于 9 是 双 射 , 必 有 6bEAh 使 
9(5) 二 5, 二 TT 了 。 考 虑 元 素 5b 是 否 属于 Ss 两 种 情况 ,分 别 得 到 矛盾 。 


习题 1.3 
1. 4/~={g,{1},{1,2}),{1,2,3},(1,2,3,4},A})。 


T7 0 

2. wo/~-|[ | 

3， 应 选 矩 阵 的 Jordan 标准 形 作为 代表 元 。 

4 由 实 二 次 型 的 规范 形 可 得 全 部 等 价 类 的 数目 为 广 (n 十 1) 
Cn 

6. ”可 列 出 所 有 有 偏 序 关系 的 元 素 对 ,或 用 AX A 的 一 个 子 
集 来 表示 。 

7. 设计 一 个 具有 以 下 性 质 的 整数 函数 f(x) 来 定义 Z 的 序 : 
(1) f(nw) 在 Z 上 有 最 小 值 , (2) f (m1) 隆 f(x2), 当 ni 关 n。 


习题 1. 4 


(a,b)=17,[a,b)=11339。 

F504)=144。 

360k(k>>0) 人 。 

证 明 方 法 类 似 于 关于 一 次 同 余 式 有 解 条 件 的 定理 。 
(1) 因为 (a,m) 二 6 + 131, 所 以 方程 无 解 。 

(2) z=5,17,29,41,53,65,77,89 (mod 96)。 


a 全 多 妈 史 


6. X==43 (mod 45) 。 
7. ZX 三 2111 十 2310k,k 宇 0。 


习题 2.1 


4 设 1S| 这 2, 定 义 二 元 运算 为 :VY a,5bE5,ab 一 5, 则 S 是 半 
群 ,有 左 单位 元 : 任 取 一 元 素 。 对 每 一 元 素 有 右 北 元 ,但 无 单位 元 ， 
所 以 5 不 是 群 。 

5. :ab=abe=abab’a=ab’'a=e, 


ba=eba=ab’a=e。 


1 2 3 1 2 3 11 2 3 
。 令 e= ,Q 一 ,6= si 二 
$e=| 2 -ls ii | 站 
11 2 3 1 2 3 1 23 
人 人 
1 3 2/” lz 31 3 1 2 


然后 对 e,a,p,c,d,y 作 乘法 表 。 

7. 过 >:(1) 由 消去 律 可 证 。 
(2) 可 证 第 4 个 顶点 的 元 素 为 xy, 因 而 只 与 x 与 y 有 

关 , 与 1 的 选择 无 关 。 
三 :利用 (2) 可 证 结合 律 成 立 :以 1,x,y 为 顶点 的 矩形 的 
第 4 个 顶点 为 zy, 以 1,y,z 为 顶点 的 矩形 的 第 4 个 项 点 为 yz, 利 
用 矩形 1,x,yz 的 第 4 个 顶点 元 素 为 z(yz) 和 以 1,zxy,z 为 顶点 的 
矩形 的 第 4 个 顶点 是 同一 个 顶点 , 故 得 (zy)z 二 zx(yz)。 所 以 G 是 
半 群 。 再 利用 (1) 可 证 方程 ax=6 与 ya 二 b 有 解 。 所 以 G 是 群 。 


习题 2.2 
1. 可 从 整数 乘法 半 群 和 乍 阵 乘法 半 群 中 找 。 例 如 ， 


0 0 主 ? 向 0 0 
ol 5.S= | ):( | 小 
0 0 0 0 人 二 


和 


i 
都 是 乘法 半 群 , 且 HCSCM.(Z),M.(Z) 中 单位 元 为 | | ，S 


0 
二 人 
中 无 单位 元 ,中 有 单位 元 | 。 | 。 

2. 二 :考虑 aH, 可 证 a 本 = 亿 , 再 利用 2. 1 节 定 理 4。 

4 设 olab)=n, 则 (ab)"=e,b(ab)"=b，(ba)"b==b, 故 (ba)" 
一 e, 得 o(ba) 二 nn, 类 似 可 得 o(a6b) 二 olba)。 

5. 首先 证 明 G 中 阶 数 大 于 2 的 元 素 个 数 必 为 偶数 个 : 设 
o(a) 一 "之 3, 则 o(e ')=n 上 且 a :天 oa, 其 次 考虑 到 有 一 个 单位 元 ， 
因而 至 少 有 一 个 2 阶 元 。 

6. (ab)’=a’b’=>abab=aabb=>ba=ab,。 

7. 由 于 G 是 非 可 换 群 , 必 有 阶 数 大 于 2 的 元 素 a,a 了 a ' 满 
足 aa-!=aria。 

8.， 参看 例 3。 

9. 《1) 7 为 特征 值 为 1 的 特征 向 量 ,由 方程 (4 一 D7=0,7 
与 4 一 [的 行 向 量 均 正 交 。(2) 利用 在 相似 变换 下 和 矩阵 4 的 迹 不 
变 的 性 质 。 


习题 2.3 


1. G 中 任 一 元 素 可 表示 为 ab'…ab’, 由 于 ba 二 a-'6, 因 而 
G 可 表示 为 G= {atb' 1k 二 0,1,…,n 一 1 ,1 二 0,1)。 然 后 作 G 到 D， 
的 映射 f:a*b' m pi 式 , 可 证 是 G 到 DD, 的 同 构 , 所 以 G 恬 D,。 

2. DD,= (pm), (k,n)=1 

= (mmm), (k—l,n)=1,k,LE[0,n—1] 
3. 分别 写 出 这 两 个 群 的 诸 元 素 ,然后 找 对 应 关系 。 
4.” 否 。 反 证 法 。 
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假设 有 同 构 映射 f:(Q ,十 ) 一 (Q ，' )。 设 f(a)=2, 则 f(a) 
咱 叶 + 呈 } = 放生 | 咱 于 | =2, 得 川 全 | = VZGQ ,矛盾 。 


5. ”因为 G 是 无 限 循环 群 ,所 以 G= (2Z, 十 ),4=《s),B= 
4), 再 用 互相 包含 法 证 明 
(1) ANB= (m), m=[s,t] 
(2) (4,B)=(d), d=(s,1)。 
LI [1 21 
. 令 4= ,B= ,C=4B=| i 
6 a |。 | lo | \0 | 


1 


Si 1 一 1 1 n n 
c -| je=| ,ac -| | ,所 以 (4,8) 忆 
0 1 0 1 0 = 


G, 显 然 (4,B)CSG。 
7， (Z, 十 ) 的 全 部 极 大 子 群 为 (p),p 为 素数 。 
8. G 又 可 表示 为 


ER 


G= | 党 


人 一 02 


设 已 <G, 则 有 z,LEZ+ 且 (2)=1 使 e 赂 全 瑟 。 进 一 步 可 证 V 
之 m 均 有 如 全 刀 ,其 中 (, 思 ) 一 1。 
令 


天 一 { 


n<m,(k,p) 一 1)， 
则 HESK, 所 以 IHI<IKI<%。 

9*. 利用 BA=w'AB.。 
习题 2.4 


1. 根据 轮换 的 定义 ,只 需 证 明 ror™'[ri,)]=+(i,41)( 其 中 
下 标的 加 法 为 mod 的 加 法 ),V j 和 {rG)srGa)， ri 有 
rar  (J)=7J。 前 式 显 然 成 立 。 对 后 一 式 , 可 令 j 一 r(a), 则 所 (位 ， 
zi) 所 以 ror '(j)=ror (tr(a))=ra(a)=r(a)=j。 
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2.3. 见 本 节 中 关于 此 两 题 的 提示 。 

4. ”利用 例 4, 只 要 把 每 一 个 对 换 (1;) 表 为 (1 2) 与 (1 2 3 … 
z) 的 某 个 乘积 : 取 m=(1 2)(1 2 …m) 王 (2 3 … nm), 利 用 第 1 题 结 
果 可 得 m (1 2)rr 一 (1 3), 类 似 可 得 (1 4),…, (1 n)。 

5. 利用 第 4 题 的 结果 ,Y o€ 4, 可 表示 为 偶数 个 形 如 (1 i) 
的 对 换 之 积 , 而 每 一 对 (1 站 (1 让 可 用 (1 2 让 与 (1 2 力 的 某 个 乘积 
来 表示 : 

(DID=42D12)d2), 

6. 注意 共有 12 个 元 素 。 

7.， 令 a={1,7)},6 一 {(2,8),c 一 (3,5},d 一 (4,6)。 

8. (xz 一 1)! 个 。 


习题 2. 5 


3. 由 于 |4,|=12, 故 4, 的 非 平 凡 子 群 的 阶 只 可 能 是 2,3， 
4,6, 分 别 按 阶 数 寻找 出 所 有 的 子 群 。 

4. ”利用 定理 3 中 的 公式 。 

5. 分 以 下 几 步 : 

(1) 由 于 A<C, 令 C 分 解 为 4 的 陪 集 的 集合 为 

S= (Cd4lcecC)。 
(2) 由 于 4mnB<B, 令 已 分 解 为 4 门 B 的 陪 集 的 集合 为 
= 一 (4mnB)IoeB)。 

(3) 证 明 p: 5(4A 门 B)m 54(T-~>S) 是 单 射 。 

6. 先 证 ACB: 由 于 Ag 一 Bh,g 可 表 为 8 一 录 , 因 而 V caE4 
有 abh 二 ag= 二 bh ,所 以 a=b1b-!1E€ B。 类 似 可 证 BSA4。 

7. 利用 陪 集 分 解 。 


习题 2.6 


3. 设 G 关 于 厂 的 左 陪 集 集合 为 G'=={gHlg€EG}, 由 于 GG 
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关于 子 集 乘 法 构成 群 ,又 由 Y gH 有 gH， 及 ==gH, 所 以 人 是 G' 
中 的 单位 元 。 因 而 有 五 * gH=gH。 故 Y hE 有 hg*e 二 ghi, 得 
g 'hg=h,€EH, 所 以 HAG. 

4. 按 子 群 的 阶 分 类 讨论 。 

5. 显然 有 4BSC, 只 需 证 明 CG4B。 
Y rEC=(AUB),x 可 表 为 4 与 B 中 一 些 元 素 之 积 ;:x=aibiasb; 
ab， 由 于 BC, 故 Ya€E€ 4 有 aB=Ba, 因 而 Y 6EB 有 ba= 
abi,X 总 可 表 为 +=a'b'€ AB。 

6 (1) 先 证 天 入 G, 只 需 证 Y xzEK 有 x 'EK。 再 证 K 4 
Gi:Y gE€EG,XEK, 

利用 gawg '==gaba 10 8 

=(gag ')(gbg ')(gag ™') ‘(gbg ')™! 
=avyys» 

其 中 4a'=gag ',b'=gbg!。 
可 证 gzg 一 GE 天。 

(2) 由 于 G/ 开 一 {gK1gEEG) ,考虑 

(giK)(gsK)(g1K) (8 天 ) '=pgigsg1 'gi 'K=eKk, 
所 以 (giK)(gsK)=(gzK)(g1K), 故 G/K 是 可 换 群 。 

(3) 车 G/N 可 换 ,类 似 于 (2) 可 证 : 

VY gvgz€EG 有 gigrg81'g7'EN, 故 KSN。 

7. 首先 可 证 此 群 必 为 有 限 群 , 设 1G|=n。 然 后 证 明 当 n 为 
合 数 时 , 必 有 非 平凡 正规 子 群 。 

8. 不 是 。 

9 先 利 用 凯 莱 定 理 证 明 G 同 构 于 一 个 G 上 置换 群 G'= 
{gla€EGo :gag}。 

注意 到 以 下 两 点 :(1)Y oEG' ,co 在 G 上 无 不 动 点 ;(2) 1G'| 
二 22,C' 中 必 有 一 个 2 阶 元 r。 由 此 可 得 + 是 一 个 2" 型 置换 ,因而 
是 奇 置换 , 故 C' 由 奇偶 置换 各 半 组 成 ,进一步 定理 得 证 。 
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习题 2.7 


t 
1. C(O={alla€C'},Co(H)= 人 1 "| 


Cu(H)=Ce(H), Ne(H)=N., 
2. (1) 分 别 写 出 CelH) 与 Ne( 右 ) 的 定义 就 可 看 出 。 
《2) 首先 由 中 心 化 子 的 定义 可 证 明 
CoeCol( 理 ) 之 也 ,进而 有 CeCecCoe(H) 之 Ce(H)。 
另 一 方面 可 以 证 明 以 下 命题 : 
A B=>C6(A) > C6(B), 
由 此 命题 可 得 CeCeCeC(H)<C6l(H)。 


3 利用 本 节 定 理 3, 计 算 1U Hi|。 

由 定理 3 知 k=[G : N(H)]<[G : H]。 然 后 分 两 种 情况 讨 
论 :(1) 当 H 4 G 时 ,k=1, 结 论 显然 成 立 。 

(2) 当 A 之 2 时 利用 定理 3 和 单位 元 是 各 子 群 的 公共 元 。 

4. ”利用 本 节 例 3,p" 阶 群 有 非 平凡 中 心 。 然 后 用 反 证 法 。 假 
设 1<C(G)<=G, 则 存在 a€G\C(G), 考 虑 Cec(a), 因 C(GG)<< 
CeCa), 必 有 |Cc(o)|= 户 ,得 CeCa) 一 GeEC(G) ,矛盾 。 

5， 设 已 是 G 中 一 个 4 阶 子 群 ,YaEG,aEa-' 也 是 一 个 9 
阶 子 群 , 若 aEra-: 子 妃 , 则 可 得 

| 王 "aFae 一 =9 1G| ,矛盾 。 

6. 利用 本 节 定 理 3, 若 妃 是 非 正规 子 群 , 则 与 已 共 因 的 子 
群 的 个 数 为 [G : N(H)]=p*,a<n, 这 些 子 群 都 是 非 正 规 子 群 。 所 
有 非 正规 子 群 可 划分 为 非 平凡 共 轿 类 。 每 类 的 个 数 都 是 p 的 
倍数 。 

7. 考虑 每 一 个 置换 所 对 应 的 排列 数 。 

8. ”利用 定理 6, 可 得 以 下 4 类 : 

.226 。 


rEC” .ec|， 


Kw={(D)},Kassw={(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, 

Kuzy ={(123),(142),(134),(243)}, 

Ks ={(132),(124),(143), (234)}。 

9. 先 按 类 型 分 类 ,然后 检验 每 一 类 是 否 是 同一 共 轰 类 .再 利 
用 正规 子 群 是 共 移 类 的 并 这 一 性 质 ,确定 所 有 的 正规 子 群 。 

10.， 选择 最 简单 的 矩阵 作为 代表 元 , 求 得 该 共 印 类 ,然后 ,再 
在 余下 的 元 素 中 选择 最 简单 的 矩阵 作为 代表 元 , 求 出 该 共 罗 类 , 余 
此 类 推 。 可 得 以 下 共 胃 类 : 


罗 1 0 |“e 中， 
六 | 
als i 
Ee 24 秆 入 三 入 


| = ?| |e=E 1 = 2 


由 这 些 共 轿 类 的 并 可 求 得 以 下 正规 子 群 : 
万 =(| 4 
“llng 1 


a 可 


尖 必 zn 一 0,1，2，… 


习题 2.8 

1. 由 同 态 定义 可 证 。 

2. ”利用 同 态 基 本 定理 。 先 求 一 个 G 到 R* 的 同 态 映 射 , 例 
如 :f:(a,b)" a。 然 后 求 Kerf。 再 用 同 态 基本 定理 。 

3. 二 : 设 f:g mg' 是 自 同 构 , 要 证 (4,1G|)=1, 反 证 法 。 假 
设 (%,1G|)==d 之 1。 利 用 有 限 阿 贝 尔 (Abel) 群 的 以 下 性 质 : 若 有 素 
数 p:p |1G1, 则 G 中 存在 p 阶 元 ,由 于 (%,1G|)==4d 这 1, 存在 素数 
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P:p 11G| 和 plk, 因 而 有 p 阶 元 a, 且 a€Kerf=={glg*=e},Kerf 


天 1, 与 了 是 自 同 构 矛 盾 。 

二: 设 (K,1G|)==1, 则 Y gEG\{e), 有 g* 关 e, 所 以 Kerf = 
{gle*=e}={e}, 故 是 单 射 ,又 由 有 限 集 上 的 单 射 必 为 满 射 。 很 
易 证 明 保 持 运 算 。 

4. 先 将 G' 表 示 为 G'== (2;, 十 )， 

令 pin n(G>G'), 
N=(a’)=(2)=(4)={0,2,4}, Ns 二 (a1)== (3) 二 {0,3), 由 于 
112) 二 (6k 十 21kEZ},g 1(4) 二 {6k 十 4|&EZ), 所 以 由 yg 1(2) 或 
971(4) 中 任何 一 个 元 素 生 成 的 子 群 的 像 均 为 (a*，。 故 得 
H, = (6m + 2),K, = (6m + 4), 
m = 0,1,2,.。 
它们 的 像 均 为 (2)。 
类 似 可 得 像 为 (3) 的 子 群 为 
M, = (6m + 3),m = 0,1,2,* 

5.” 先 找 Q 到 U 的 同 态 映 射 ,然后 求 核 。 

6. 类 似 例 11, 考 虑 生成 元 1 的 像 , 就 可 求 出 所 有 的 自 同 
态 为 : 

Gn: Emmk, YkE Z,. 
(m= 0,1,2,°%,n — 1) 
不 难 证 明 ,9 是 自 同 构 <>《m,n)=1. 

7. AutK, 一 S:。 

8. ”利用 定理 6, 得 Inn GS2G/C(G),C(G)={arlaER' )。 

9. 利用 定理 6。 

10. ”利用 子 群 对 应 定理 。 

用 反 证 法 。 假 设 f 不 是 自 同 构 , 则 
Kerf 二 K 关 1。 设 G 中 的 全 部 子 群 为 
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H' = {e},H,,*…,H.,, 
则 G 中 包含 天 的 子 群 个 数 <*, 而 1(G)=G 中 的 子 群 个 数 仍 为 
个 ,于 是 不 可 能 建立 一 一 对 应 关系 ,与 子 群 对 应 定理 矛盾 。 


习题 2.9 


1. 利用 等 价 类 所 具有 的 性 质 , 或 直接 从 轨道 的 定义 证 明之 。 

2. ”利用 通常 证 明 两 个 集合 相等 的 方法 : 

VY g1€EGxr(w, 有 gilg(a))==g(a), 因 而 得 

8 "gg8(a)==a, 故 g 'gig€G, 所 以 g1€gGsg 和 Ge 
8Gsg ，。 类 似 可 证 gGag -ECGro。 

3. VaHE€EQD 有 Qn=0, Gn=aHa™'!。 


4 Or {gKlgEG), 设 IG1=n, 则 91=|"|。 当 2<A< 


2 一 2 时 ,G 对 2 的 作用 不 可 迁 。 
5. (1) 只 需 证 明 cx 是 2 上 的 双 射 。 
(2) 只 需 证 明 ggz) 一 Cg )9Cgs)。 


习题 2. 10 
1. N=39, 
2. N=3。 
3. N= 直 Ce 十 3 二 12 十 8n2)。 
4. N 一 34。 
习题 2. 11 


1. 只 需 证 明 (C,,G:)= 一 CiG:, 然 后 利用 定理 2。 
2. 2Z/(6)22,,2/(2)22,,2/(3)22,。 
令 Gi={0,3)22,,G,={0,2,4}27,, 
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Zs 二 G1 十 Gz, 然 后 利用 定理 2。 

3. ”利用 同 态 基本 定理 。 

4. ”分 别 写 出 G 和 (A/N)XB 的 元 素 表达 式 ,然后 找 出 一 个 
G 到 (4/N)XB 的 满 同 态 ,并 利用 同 态 基 本 定理 。 

SG CX Cs 

Cn CGC XC CKO XG CXCIXG CL 
KO XONCXOXOCXCR CIXCG XOXCH EHX 

7， 设 n=prp2…pr, 则 xn 阶 交换 群 的 可 能 类 型 数 为 Pla) 
Pl(as)…P(la,), 其 中 PCa) 为 整数 a 的 分 拆 数 。 


习题 2. 12 


1， 参考 例 1。 

2. 利用 Sylow 计数 定理 。N(3) 一 4,N(2) 一 3。 
3. 参考 例 2。 

4. 分 情况 讨论 。 

5. 分 析 N 的 阶 数 ,再 利用 包含 定理 与 共 轿 定理 。 


习题 3.1 


1 《4”, 中 ，。) 不 是 环 , 分 配 律 不 成 立 。 
2. ”共有 16 个 元 素 。 
3. 设 AEM;(Z), 车 有 B 关 0 使 4B 二 0, 则 秩 (4A)=r 二 n。 


可 用 初等 阵 CE M,(Z) 使 ca=|[ 信 ] , 取 也 = (0 D, ,) 冯 0, 则 


(CDC)4=0,DC 天 0, 所 以 4 为 右 零 因子 。 
5， 设 大 =0 上 且 J 关 0,g 天 0, 则 有 &(Cz) 天 0。 由 连续 函数 的 
性 质 , 必 有 开 区 间 (zxo 一 e,xo 十 e) 使 g 在 此 开 区 间 上 不 为 0, 因 而 
了 (zx) 在 此 开 区 间 上 都 为 0。 
6. ”所 有 特征 值 均 为 0 的 矩阵 。 
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7. 必要 性 平凡 ,只 需 证 明 充 分 性 。 

(1) uvu=u vu v= lu vv uv uu v= vu v= 1, 
故 可 道 。 

(2) 设 工 是 环 中 任 一 元 , 令 妈 二 v 十 vux 一 7 , 则 uviu 二 uw, 由 v 
的 唯一 性 得 v=v, 因 而 有 wuz 二 zx, 所 以 vu 是 左 单位 元 。 类 似 可 证 
vu 是 右 单 位 元 。 

9. (1—ba) '=1+b(l1—ab) !a。 

11. ” 设 a 有 两 个 右 道 :ab 二 abs 二 1, 且 61 关 ba, 令 bi 二 人 十 
bi-14 一 1 《(k 二 3,4,…), 则 bi 都 是 右 逆 。 


习题 3.2 


6. M.(Z) 中 全 部 理想 为 M,(CmZ) ,mm 一 0,1,2，…。 
8. (1) ZLz]/(z+1)= {art6la,bE ZLZLi] 


= 上 十 (2 十 i)。 


a 0 1 
i Jarcez) 


10. 充分 性 : Y a€ 4' 考虑 Aa。 

11， 地:R/H={r 十 及 |rE R), 因 为 如 天 R, 所 以 RIH 关 
10}。 车 有 ir; 二 0, 即 rir;€E 有 H, 由 辈 是 素 理想 ,得 rEH 或 rE 
五 , 即 久 =0 或 7;=0, 所 以 R/H 中 无 零 因子 。 

二 :abEH>ab==0=>a 一 0 或 5=0=>a€E 甩 或 bEH。 


习题 3.3 


a 


(3) a/n=| 


4. (1) 设 映 射 9: f(z)" (1) (CRLz]->C), 可 证 2 是 满 同 
态 ,Kerg= (xz? 十 1) ,再 利用 同 态 基本 定理 。 
(2) 设 映 射 q: f(x) f(0) (F[zj>F)。 
“231 。 


5 作 映射 :a 十 bi | wl (C>M,(R)), 
6. Wik~m0 (Z-~Z)。 

Pr (Z>Z)。 
1. pn km mk (ZZ,)。 
mm 满足 mm 一 1)==0,m 二 0,1,*…。 
9. 首先 要 证 f 是 映射 。 
10. 设 cv: Frz)r er 二 bp) (ZL[z] 一 ZLz]), 其 中 e= 

士 1,28EZ, 则 可 证 
AnutZ[z] = {0.sle =+ 1,6 € 2Z}。 

11. 2Z[ 站 的 分 式 域 为 Q[i]== {qi 十 qzi|qi,q:€Q}， 


ZLz] 的 分 式 域 为 P= (2 | fz),acr) EQ[zl,adz)z0]， 


偶数 环 的 分 式 域 为 Q。 
习题 3. 4 


3.” 反 证 法 。 假设 D=(p), 由 于 1ED, 必 有 gE€ED 使 pg=1， 
得 户 为 可 道 元 ,矛盾 。 
4 除 29 外 都 是 既 约 元 。 
5. 之 : 先 证 D/(p) 取 {0}。 然 后 证 明 D/(b) 中 无 零 因 子 。 
二: 反 证 法 ,假设 p 不 是 素 元 . 则 存在 a,b5ED, 使 plab 但 
pt asp t+ 5, 则 a,6 是 D/(p) 中 的 零 因子 ,矛盾 。 


习题 3.5 


2. 利用 N(w)=a? 十 56*。 
3. ”只 需 证 明 不 满足 定理 2 中 条 件 I 。 
4. ”由 定理 1 知 任何 两 元 素 a 与 5 的 最 大 公 因 子 (a,6) 存 在 。 
用 证 明定 理 1 的 类 似 方法 可 证 [a,6j 也 存在 。 由 (a,8) 与 [a,b] 的 表 
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达 式 立刻 可 得 z6~ (ae,p)[a,o]。 
5. (1),(2) 是 欧 氏 环 。(3) 不 是 。(4? 是 ,证 明 方法 类 似 例 3。 
6. 二 :x 三 a (mod 站) 有 解 二 3 5EZ 使 b==a (mod 户 ) 一 


a =6" =!=1 (mod p)。 
二 :a 所 二 1 (mod p), 分 两 种 情况 讨论 : 

O@ 当 p= 十 3 时 有 a”*!==1,a” ?二 a, 故 a"*! 是 zx:=a 的 一 
个 解 。 

@@ 当 一 42 十 ] 时 ,(Z;,，* ) 是 循环 群 , 任 取 一 生成 元 c, 有 
c 汪 :一 1。 可 设 a=c"， 由 oa 所 一 c 一 1, 得 cz 1, 因 为 o(c)=4n， 
所 以 4n12nm, 故 2|m。 令 a 二 2l, 得 c* 二 a, 所 以 x? 二 a (mod p) 
有 解 。 

取 a= 一 1, 当 p=4n 十 1 时,( 一 了 ) 气 二 1 (mod p) 成 立 , 所 以 
方程 ?= 一 1 (mod p) 有 解 , 即 有 64E2Z 使 后 十 1 二 kp, 而 如 十 1 二 
《6b 十 让 (6 一 站 ,所 以 pj (8+ 让 (6 一 让 ,但 p t+ (6 二 让 和 p+ (6 一 站 ， 
故 p 不 是 素 元 。 

7. 之 : 利用 习题 6。 

一 : 反 证 法 。 


习题 3.6 


3. ”因为 DD 不 是 域 ,有 aE€D,a 不 可 道 。 考虑 生成 理想 
(x,a)。 
4: (1) 利用 f(z 十 1)。 
(2) 分 两 种 情形 :@ p= 二 2, 加 p 二 2 的 素数 ,利用 
了 (zx 一 1)。 
(3) 可 用 待定 系数 法 。 
s. 14。 
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习题 4.1 


1、 (1)na=ma>(n—m)a=0>(n—m)* 1=0=> 
pl(n—m)=>n=m (mod p)。 
(2) 对 e 作 归 纳 法 。e 一 1 时 


Gat6)r=artpar bt et (Pj ar bt pabr +6。 


因为 ?| 个 ,所 以 [2 .1=0, 故 (a 十 b)? 二 a? 十 b。 

2. 可 证 5=0, 故 chZ[i]/(2+i)=5。 

3. 考虑 域 Z,, 由 (p,n) 二 1 得 n 关 0,nE22; ( 乘 群 )。 由 群 中 
元 素 阶 的 性 质 立 刻 可 得 结论 。 

4. ”利用 线性 空间 的 基 与 维 数 的 关系 。 

5. 由 (F(a,6b) : 下) 一 (Fa)(G) : F(a))(F(a) : F), 可 先 
证 (F(a,b) : F)<mn, 

再 由 m|(FCa,b) : 下) 及 n| (F(a,b) : FF), 可 证 当 (m,n)= 二 1 
时 等 式 成 立 。 

6 () 取 w=V2 十 Y5 

(2) 因为 Q(V2,，Y5)={at+b V2+c Y5+d Y25 

十 V2 Y5+f V2 Y25la,byc de, EQ), 

所 以 当 w=a 二 b V2 或 w=c+d YY5 十 e %25 时 ， 

Q(w)zQ(V2 ,V5), 


7.。 利用 最 大 公 因 子 公式 可 证 明 红 可 做 出 (或 利用 4.4 节 的 
定理 4) 。 


8 可 求 出 cos72* 一 = 半 5 一 1 ,证 明 方程 
ey 
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在 QCV5) 内 有 根 一 A 
9、 用 试 根 法 求 根 。 


习题 4.2 


1. 对 nn 作 归 纳 法 。 

2. 直接 将 zx 代入 p(x)。 

3. 将 分 裂 域 表 为 添加 根 的 形式 或 单 扩张 形式 ,从 而 决定 扩 
张 次 数 。 

(1) E/=Q(i, V3),(E,: Q)=4。 

(2) E/=Q(V2 ,YZ ,V3i),(E,: Q)=12。 

(3) El 二 Q(q) ,a 为 B(xz) 的 任 一 根 , (Es: : Q)=p 一 1。 

4 ”因为 /(z) 在 2Z3 上 不 可 约 , 所 以 Ej=Zs[zxj]/(x? 十 1)。 

5.6. 利用 /(z) 在 E: 上 有 重 根 全 (f(x),f(zx)) 关 1。 


习题 4.3 


1. (1) 在 2Z,[x] 中 取 任 一 n 次 不 可 约 多 项 式 p(x)。 
(2) 由 2Z,(w) 是 子 域 及 定理 4。 

2. 分 别 在 Z; 上 取 3 次 不 可 约 多 项 式 和 在 Z, 上 取 6 次 多 项 
式 来 做 成 有 限 域 。 

3. 考虑 域 Z, 上 的 非 零 元 素 都 是 方程 x*' 一 1==0 的 根 。 

4.” 表 出 分 裂 域 ,利用 定理 3 得 到 全 部 根 ,并 化 简 。 

5. 写 出 元 素 表 , 求 出 乘 群 中 的 8 阶 元 。 

6. 由 本 原 元 的 定义 与 性 质 。 

7. (1) 考虑 以 下 三 点 :(i) |GF(p")|=p",(ii) GF(p") 中 每 
一 个 元 素 都 是 某 个 mx(m|n) 次 不 可 约 多 项 式 的 根 。(iii) 每 一 个 
mw(m|n) 次 不 可 约 多 项 式 的 全 部 根 都 在 GF(p") 中 。(iv) 任何 两 个 
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不 可 约 多 项 式 没 有 相同 的 根 。(2) 令 g《n)=nl,(n)。 

8. ”由 公式 可 得 I,(4) 二 3, 不 难 一 一 列 出 。 本 原 多 项 式 个 数 为 
YX2' 一 1)/4 二 2, 然 后 检验 每 个 不 可 约 多 项 式 的 根 是 否 是 本 原 元 ， 
从 而 决定 哪些 是 本 原 多 项 式 。 

可 求 得 4 次 不 可 约 首 1 多 项 式 有 

qi(x) = 一刀 十 工 十 1， 

dz(z) = 二 zt 十 十 1， 

qa(7T) 二 Tt 十 区 十 XT? 十 十 1， 
因为 q;(z) 的 根 a 满足 xz’ 一 1, 不 是 本 原 元 , 故 g;(z) 不 是 本 原 多 项 
式 ,q1(Xz) ,qs(z) 为 本 原 多 项 式 。 

9. 考虑 GF(p") 上 的 变换 f; a ~ ,并 利用 性 质 (1)。 

10. ”只 需 证 明 任何 一 个 次 不 可 约 多 项 式 p(z) 有 plz)| 
了 (zx), 且 不 同 的 不 可 约 多 项 式 无 相同 的 根 。 


习题 4. 4 


1. B(xr)=zx!tr 二 +z 二 Zz 十 1 ,Be (x)=x’:—z 十 1。 

2. 将 次 单位 根 按 在 乘 群 中 的 阶 数 分 类 ,每 一 类 恰好 是 
u(x),d|n 的 根 。 

4. 正 五 边 形 的 作法 : 

2 一 5 的 分 圆 多 项 式 为 x 十 x: 十 x 十 x 十 1。 它 的 根 可 以 用 下 列 
方法 求 得 : 


由 2 十 十 z: 十 z 十 1 一 0， 

和 2 雪 二 二 
得 (= + 十 +|z+ 二 |+1=0。 
令 y=z+ 士 =2 cos 等 ， 
得 y+y—1=0. 


所 以 cos FY, 
作 图 方法 如 下 : 作 单 位 圆 0, 4C 为 直径 ,半径 OB |L4C, 取 
OC 的 中 点 也 ,以 DD 为 圆心 ,DB 为 半径 画 弧 与 O4 交 于 无 , 作 OE 


的 垂直 平分 线 交 圆 于 4,, 则 44, 就 是 内 接 正 五 边 形 之 边 长 。 
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2 等 价 关系 , 同 态 

安 同 构 

三 (mod n) 模 ” 同 余 关系 
< 偏 序 , 子 群 记号 

4 正规 子 群 记号 

祈 , 导 ”命题 之 间 的 逻辑 关系 
-> 集合 之 间 的 映射 关系 
= 映射 中 元 素 之 间 的 对 应 关系 
|(+) 整除 (不 能 整除 ) 

V 格 中 的 并 运算 

人 格 中 的 交 运算 

人 子 集 的 对 称 差 

p(n) Mobius 函数 

《zr) ”nn 次 分 圆 多 项 式 


9ln) ” 欧 拉 函 数 
fa ”轨道 
A, 次 交错 群 


141 ”集合 4 的 元 素 个 数 


章节 号 
1:3.35 2.8.1,.3.3; 


符 ”号 
AxB 集合 的 币 卡 尔 积 
A/~ 集合 4 对 等 价 关系 ~ 的 商 集 
ALF] 环 4 在 域 上 的 代数 
AP(F) ”有 限 域 尺 上 的 仿 射 平面 
AutG ” 群 ( 环 ) 的 自 同 构 群 
a 等 价 类 , 同 余 类 , 陪 集 
(a) 由 a 生成 的 循环 群 
(a) 由 a 生成 的 理想 
(avb) a 与 5 的 最 大 公 因 子 
[a,b] a 与 5b 的 最 小 公 倍数 (元 ) 


B， A4 到 8B 的 全 体 映射 的 集合 


C ”复数 集合 

C* ” 非 零 复数 集合 

CCG) 。 群 的 中 心 

Cela),Cla) ”a 在 G 中 的 中 心 化 子 
Col4) 子 集 4 在 G 中 的 中 心 化 子 
C， nn 阶 循环 群 

C[z] ” 复 系数 多 项 式 环 

chF 域 的 特征 


D。 ”二 面体 群 
det 4 ”和 窍 阵 4 的 行列 式 
deg f(x) 多 项 式 f(z) 的 次 数 


EndG 群 G 的 自 同 态 半 群 
E(G) 群 G 的 自 同 态 环 
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符 号 
(E:F) 域 已 对 子 域 下 的 扩张 次 数 
Ej 多项式 f(z) 的 分 裂 域 


Fm pp" 阶 有 限 域 

广 '(T) ” 子 集 T 的 全 原 像 

[G: HJ] 子 群 H 的 指数 

G。 ”稳定 子 群 

G/H G 对 HH 的 商 群 

(G/H)， 子 群 日 的 左 陪 集 集合 
(G/H)r ， 子 群 刀 的 右 陪 集 集合 
GF(p") p" 阶 有 限 域 
GL,(R),GL(n,R)  ”R 上 全 线性 群 
glb ”最 大 下 界 

14 ”A 上 的 单位 ( 恒 等 ) 变 换 


Imf ”映射 的 像 
InnG ” 群 G 的 内 同 构 群 


on) ”Zs 上 nn 次 首 1 不 可 约 多 项 式 的 个 数 


,ln) ”2Z, 上 nn 次 本 原 多 项 式 的 个 数 


K， ”Klein 四 元 群 


Kerf ” 同 态 核 
K。 ” 共 罗 类 
lub ”最 小 上 界 


M.(R) ”全 体 n 阶 实 和 矩阵 集合 
M,(Z) 整数 环 Z 上 的 全 矩阵 环 


章节 号 


2. 8.2, 3.3. 
2.7. 


附录 I 


3. 1. 
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1.2.5, 3.1.1 


1 


符 号 
M(H) ” 子 群 石 在 G 中 的 正规 化 子 


OCR) ”三 维 欧 氏 空间 的 正 交 变换 群 
Ola) 元素 a 的 阶 


22(4),24 4 的 客 集 


Q_ ”有理数 集 
Q- 非 零 有 理 数 集 
Qs ”四 元 数 群 


QLz]  ”Q 上 的 多 项 式 环 


R ”实数 集合 
R” ” 非 零 实数 集合 
R[x] ” 实 系数 多 项 式 环 


4S) 由 子 集 5 生成 的 子 群 

S， nn 次 对 称 群 

SL,(F) 数 域 下 上 的 特殊 线性 群 

RR 人 克 折 
3 

SO， ”三维 欧 氏 空间 的 旋转 群 

Staboa 元 素 a 在 群 G 作用 下 的 稳定 子 群 


U(A) 环 4 的 可 逆 元 群 


Z ”整数 集合 
Z+ 。 正 整 数 集合 
Zz ” 非 零 整数 
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章节 号 


人 


符 ”号 章节 号 


Z, 整数 模 的 同 余 类 群 2.1.4 
Z; ”整数 模 的 同 余 类 乘法 群 2.1.4 
Z[i] ”高 斯 整数 环 3.1.1 
ZLz] ” 整 系数 多 项 式 环 和 
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1 24.… mm- 型 置换 


Mobius 函数 
Sylow 户 子 群 
4 

阿 贝尔 群 

艾 森 斯 坦 定理 
B 

半 群 
包含 与 排斥 原理 
倍 元 

伯 恩 赛 德 引 理 
本 原单 位 根 
本 原 多 项 式 
本 原 元 

变换 

不 变 因子 组 
不 动 点 
布尔 代数 
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3.6. 1， 


名 词 章节 号 


大 衍 求 一 术 1 
带 余 除法 定理 1 
代数 基本 定理 4 
代数 扩张 4 
代数 数 4 
代数 系统 1 
代数 元 4. 
单 环 3， 
单 扩张 4 
单 群 2 
单 射 , 满 射 , 双 射 1 
单 同 态 2.8.1, 3. 
等 势 1. 
第 二 同 构 定 理 从 
第 一 同 构 定理 2 
对 换 


人 


“245。 


ab 一 mo ww 


高 斯 定理 

格 

共 斩 元 , 共 思 类 
共 固 子 群 

轨道 

HH 

含 么 半 群 

互 素 

划分 

环 

换 位 子 , 换 位 子 群 
J 
极 大 理想 

极 大 正规 子 群 

极 大 子 群 

极 小 .最 小 生成 元 集 
既 约 元 (不 可 约 元 ) 
加 法 原理 

加 群 


词 


TM wm Dy 


人 


一 


So ww 一 


名 词 
可 构造 数 基本 定理 
可 换 群 
克 莱 因 四 元 群 
扩 环 
扩 域 
L 
拉 格 朗 日 定理 
类 方程 ( 群 方程 ) 
理想 
正 立方 体 旋转 群 
良 序 
零 同 态 
零 因 子 
轮换 
M 
满 同 态 
宕 零 元 , 竺 等 元 


> MD 小 
站 


2.8.2， 


直 


ee 一 证 一 虽 


名 词 章节 号 


Q 

奇偶 置换 Sl 
群 本 | 
群 表 2.1.1 
群 的 阶 | 
群 对 集合 的 作用 2.9.1 
三 等 分 任意 角 定理 4.1.4 
商 环 3.2.3 
商 环 同 构 定理 3.3.2 
商 群 2.6.3 
商 群 同 构 定理 2.8.3 
生成 元 、 生 成 元 集 [| 
实 四 元 数 除 环 3.1.3 
四 元 数 群 习题 2.1,2 
素 理想 习题 3. 2,11 
素 域 4.1.1 
素 元 3.4.2 
算术 基本 定理 1.4.1 
孙子 定理 1.4.4 
T 

同 构 2.3.2, 3.3.1 
同 构 基本 定理 2.8:2, 3.3.2 
同 态 像 2.8.1, 3.3.1 
Ww 

唯一 分 解 整 环 和 到 


x 
西 罗 定 理 

相伴 
循环 子 群 ,循环 群 
2 
-次 同 余 式 (方程 ) 
因子 
映射 的 复合 (合成 ) 
映射 的 逆 

域 
圆周 可 等 分 定理 
Z 

真 因子 

真子 集 

整 环 

正规 化 子 

正规 子 群 

置换 

置换 群 

主 理想 

主 理想 整 环 

子 环 

子 环 对 应 定理 

子 群 对 应 定理 
子 域 

自然 同 态 


词 章节 号 


名 


中 


TP Pn 
PonbnmnN > 
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ww 


自 同 构 群 

最 大 公 因 子 定理 
左右 单位 元 

左 , 右 逆 元 

左 零 化 子 
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章节 号 


2. 8.4, 3.3. 
1.4. 


